
数学 II

上智大学理工学部物理学科　大槻東巳

2006 年 4 月 12 日



i

目 次

第 1章 ベクトルと行列 2

1.1 ベクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 写像 (一次変換) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 内積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5 複素数と複素平面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6 交換子と行列の関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

第 2章 行列式 23

2.1 置換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3 行列式の性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4 行列式の積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4.1 行列式の抽象的な定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.5 余因子・小行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.6 Cramerの公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.7 逆行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

第 3章 ベクトル空間の性質 46

3.1 Binet-Cauchyの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2 ベクトルの一次独立性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.3 部分空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.3.1 部分空間の和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.4 正規直交系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.4.1 Schmidtの直交化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.4.2 直交補空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.5 行列のランク . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.5.1 rankの実際的な求め方 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.6 直交変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.7 ベクトル空間の公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



ii

第 4章 固有値と固有ベクトル 71

4.1 固有値 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.1.1 固有空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.1.2 対角化の応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2 ユニタリ空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3 正規行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4 交換する行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.5 射影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.6 行列の正定値 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.6.1 実対称行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.6.2 ２次形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.6.3 主小行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.6.4 アダマール (Hadamard)の不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.7 その他の話題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.7.1 ケーリー・ハミルトンの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.7.2 Gersgorinの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92



1

はじめに
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行列

ax + by = x0

cx + dy = y0

↔
(

a b

c d

) (
x

y

)
=

(
x0

y0

)
∴

(
x

y

)
=

(
a b

c d

)−1 (
x0

y0

)

• 多元一次方程式の解法
• 運動方程式：n粒子問題も行列の手法で

高校まで：
2, 3次元ベクトル
2 × 2行列

これから：
n次元ベクトル
N ×M 行列

1. ベクトルと行列

2. 行列式

3. ベクトル空間の性質

4. 固有値と固有ベクトル

1, 2, 3, 4の後に中間、期末試験



2

第1章 ベクトルと行列

1.1 ベクトル

�

�

�
���e1

e2

e3

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

→ 一般化して (a1, a2, . . . , an)という n次元ベクトルaとかく。

等式：b= (b1, b2, . . . , bn′)とすると、a=bとは{
n = n′

ai = bi (i = 1, . . . , n)

が成立していること。

加法　　　　：a + b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)

スカラー乗法：ca = (ca1, ca2, . . . , can)

加法の性質：

1. 結合則
(a + b) + c = a + (b + c) (1.1)

2. 変換則
a + b = b + a (1.2)

3. 0が存在し
a + 0 = a (1.3)

4. aに対して−aが存在し
a + (−a) = 0 (1.4)
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スカラー乗法：

c(a + b) = ca + cb (1.5)

(c + d)a = ca + da (1.6)

(cd)a = c(da) (1.7)

1a = a (1.8)

例）cx + a = bをとく。

(cx + a) + (−a) = b − a

= cx + (a − a)

...　 cx = b − a
1

c
(cx) =

1

c
(b − a)

= (
1

c
c)x = x

...　x =
1

c
(b − a)

一次結合：
a1, a2, . . . , amを使ってできる

c1a1 + c2a2 + . . . + cmam

の形に表せるベクトルを ai(i = 1 · · ·m)の線形結合という。
特に e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), · · · とおくと

a = (a1, a2, . . . , an) = a1e1 + a2e2 + . . . + anen

とかける。
e1, e2, . . . , enを単位ベクトルという。

n次元空間の直線
点 P (位置ベクトル �p)と点Q(位置ベクトル �q) を通る直線上の点を位置ベクトル �xで
表すと

x = p + t(q − p) t :実数 (1.9)

�
�

�
��

���������

�������������

O

P Q x

�p �q
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n次元空間の平面
p, q, rを点P, Q, Rの位置ベクトルとするとこの三点のつくる平面上の点 xの位置ベク
トル xは

x = p + t(q − p) + s(r − p) (1.10)

内積：

a · b =
n∑

i=1

aibi = |a| |b| cos θ (1.11)

外積：
三次元ベクトルで定義される。

a = (a1, a2, a3)

b = (b1, b2, b3)

a × b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) (1.12)

向き：aからbの方向へ右ねじをまわしたときに進む方向
大きさ：|a||b| sin θ

θ：�a,�bのなす角

外積の性質：

1.

a × b = −b × a (1.13)

2.

a × (b + c) = a × b + a × c

(a + b) × c = a × c + b × c (1.14)

3.

(ka) × b = k(a × b) = a × (kb) (1.15)

4.

a × a = 0 (1.16)

問 1　ベクトル
(2, 0, 0)を a1 = (0, 1, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (1, 1, 0)で表せ。



第 1章 ベクトルと行列 5

解.

xa1 + ya2 + za3 =

⎛
⎜⎝ y + x

z + x

x + y

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ 2

0

0

⎞
⎟⎠

... x = −z

y = −x

y + z = 2z = 2

... z = 1, x = −1, y = 1

よって
(2, 0, 0) = −a1 + a2 + a3

問 2　外積
(1)e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)としたとき、e1×e2, e2×e1, e2×e3, e3×e1

をもとめよ。
(2)(1, 1, 1, ) × (1,−2, 1)は?

問 3

σx =

(
0 −i

−i 0

)
, σy =

(
0 −1

1 0

)
, σz =

(
−i 0

0 i

)

のとき、

σx · σy =

(
0 −i

−i 0

) (
0 −1

1 0

)
=

(
−i 0

0 i

)
= σz

σyσz = σx, σzσx = σy

σ2
x = σ2

y = σ2
z =

(
−1 0

0 −1

)

σyσz = −σzσy　　 etc.

を確かめよ。

1.2 行列
2 × 2行列 (

a b

c d

)
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の行列式は
ad − bc

で、逆行列は
1

ad − bc

(
d −b

−c a

)

一般の次元では?

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . anm

⎞
⎟⎟⎟⎠ →行　　 (n, m)行列

↓　　　　　　　
列　　　　　　　

n行m列行列

2列目→

⎛
⎜⎜⎜⎝

a12

a22

...

an2

⎞
⎟⎟⎟⎠ , 3行目→

(
a31 a32 . . . a3m

)

加法：A +Bの (i, j)成分 aij + bij (注)Bも (n, m)行列
スカラー乗法：cAの (i, j)成分 caij

行列単位：

⎛
⎜⎝

j

0
... 0

i · · · 1

0 0

⎞
⎟⎠ = Eij A =

∑
1≤i≤n,1≤j≤m

aijEij

—————重要—————

行列の乗法：
A : (n, m)行列
B : (m, l)行列

}
としてC = ABとは

Cij = (AB)ij =
∑

1≤k≤m

aikbkj
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n

m⎛
⎝

⎞
⎠

l⎛
⎜⎝

⎞
⎟⎠ m

i行目の

j列目の

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
内積

(n, m)と (m, l) ABは定義できるが n �= lだとBAは定義できない。

(n, n)と (n, n)は?

A B

(AB)ij =
∑

k

aikbkj

(BA)ij =
∑

k

bikakj

よって　一般には
AB �= BA

例 (
0 −1

1 0

) (
1 0

0 −1

)
=

(
0 1

1 0

)
(

1 0

0 −1

) (
0 −1

1 0

)
=

(
0 −1

−1 0

)

それでは結合則はどうであろう。

Theorem 1.1 行列、A, B, Cがそれぞれ (l, m), (m, n), (n, p)型であるとする。このと
き結合則、

(AB)C = A(BC) (1.17)

が成立する。

証明)A, B, Cを (l, m), (m, n), (n, p)型の行列とする。

(AB)ij =
∑

1≤k≤m

aikbkj

[(AB)C ]iq =
∑

1≤j≤n

(
∑

1≤k≤m

aikbkj)cjq

=
∑

1≤j≤n,1≤k≤m

aikbkjcjq
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一方

(BC)kq =
∑

1≤j≤n

bkjcjq

[A(BC)]iq =
∑

1≤k≤m

aik(BC)kq =
∑

1≤k≤m

aik

∑
1≤j≤n

bkjcjq

=
∑

1≤k≤m,1≤j≤n

aikbkjcjq

証明終
(Q.E.D.)

Quod erat demonstrandum

また分配則も成立。

A(B + C) = AB + AC

(A + B)C = AC + BC

証明)Aを (l, m)、B, Cを (m, n)とすると

(B + C)kj = (bkj + ckj)

[A(B + C)]ij =
∑

1≤k≤m

aik(bkj + ckj)

=
∑

aikbkj +
∑

aikckj

= [AB]ij + [AC ]ij

...A(B + C) = AB + AC

(A + B)C = AC + BCも同様

問 1

TrA ≡ ∑
i aiiと定義する。

1)TrAB = TrBAを示せ。
2)

A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, B =

(
a b

c d

)
, C =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

としたとき、TrABCを計算せよ。
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問 2

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 a 0 1

0 1 0 0

0 0 1 a

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠に対して

1)A2, A3を計算せよ。
2)

An =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 na 0 n

0 1 0 0

0 0 1 na

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

を帰納法により証明せよ。

問 3 (
1 0 0

0 1 0

) ⎛
⎜⎝ 2

1

3

⎞
⎟⎠ ,

(
2 1 3

)⎛
⎜⎝ 1 2

0 4

3 5

⎞
⎟⎠ ,

(
2 1 3

)⎛
⎜⎝ 1 0

0 1

0 0

⎞
⎟⎠

を計算せよ。
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A =

( m1 m2

n1 A11 A12

n2 A21 A22

)
, B =

( l1 l2

m1 B11 B12

m2 B21 B22

)

のとき

AB =

( l1 l2

n1 A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

n2 A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)

証明)

(i, k)成分 (1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ k ≤ l1)

(AB)ik =

m1+m2∑
j=1

aijbjk

=

m1∑
j=1

aijbjk +

m1+m2∑
j=m1+1

aijbjk

= (A11B11)ik + (A12B21)ik

同様に 1 ≤ i ≤ n1, l1 + 1 ≤ k ≤ l1 + l2等もできる。
また、これより(

A11 A12

0 A22

) (
B11 B12

0 B22

)
=

(
A11B11 A11B12 + A12B22

0 A22B22

)
(

A11 0

0 A22

) (
B11 0

0 B22

)
=

(
A11B11 0

0 A22B22

)

一般に

⎛
⎜⎝

m1 m2 mu

n1 A11 A12 . . . A1u

n2 A21 A22 . . . A2u
...

...
...

...

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

l1 l2 lv

m1 B11 B12 . . . B1v

m2 B21 B22 . . . B2v
...

...
...

...

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

u∑
j=1

A1jBj1

u∑
j=1

A1jBj2 . . .

...
...

⎞
⎟⎟⎠

とかける。
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転置行列 ⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . anm

⎞
⎟⎟⎟⎠

t

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

...
...

. . .
...

a1m a2m . . . anm

⎞
⎟⎟⎟⎠

一般に

(A)ij = aij

(At)ij = aji

(AB)t
ij = (AB)ji =

∑
k

ajkbki = Bt
ikA

t
kj = (BtAt)ij

エルミート共役 (随伴行列)

A† = (At)� (1.18)(
1 2 + i

3i 4

)†

=

(
1 −3i

2 − i 4

)

エルミートの性質

(A†)† = A (1.19)

(A + B)† = A† + B† (1.20)

(cA)† = c�A† (1.21)

(AB)† = B†A† (1.22)

特にA = A†のとき、Aをエルミート行列とよぶ。

単位行列 I

Iij = δij クロネッカーのデルタ

Theorem 1.2 n × n行列 (正方行列)Aに対して

1. AX = I 及びX ′A = I をみたすX, X ′ が存在すればX = X ′ でこれを A−1と
かく。

2. AX = Bの解はX = A−1B

XA = Bの解はX = BA−1
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証明)

AX1 = I, X2A = Iという解X1, X2が存在したとする。すると

X1 = IX1 = (X2A)X1 = X2(AX1) = X2I = X2

...X1 = X2,またAX ′
1 = I という解があると

X ′
1 = X2 = X1 ...X1 = X ′

1となる。
よって解は一意的に決まる!

こうしてAA−1 = A−1A = Iが示される。

逆行列が存在する行列：正則行列

(AB)−1 = B−1A−1

...© (AB)(AB)−1 = AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

問 1　対角行列

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 0

a22 0

0
. . .

0 ann

⎞
⎟⎟⎟⎠

が逆行列をもつ (正則である)条件を求めよ。またこのとき、逆行列を求めよ。
問 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 a1

1
...

0
. . . an−1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

−1

,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1

1 1 0

1
. . .

0
. . . 1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

は?

問 3

以下の行列の積を計算せよ。⎛
⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0

2 1 0 0

0 0 −2 2

0 0 3 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

2 2 0 0

1 0 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −2

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝ 2 0 0

0 −1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ −2 0 0

0 −2 0

0 0 1

⎞
⎟⎠
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A B
f

問 4

エルミート行列 (A = A†をみたすもの)の対角成分はすべて実数であることを示せ。

1.3 写像 (一次変換)

ある集合から別の集合への対応→写像
ここでm次元ベクトルの集合︸ ︷︷ ︸

m 次元ベクトル空間

から n次元ベクトル空間への写像を f とする。

x ∈ m次元ベクトル空間
y ∈ n次元ベクトル空間

これを f : x → yとかく。

任意の yに対して
xが少なくとも 1つ存在：上への写像
xがちょうど 1つ存在：一対一写像

線形写像 f とは

1. f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

2. f(cx) = cf(x)

をみたすもの。この二つの性質から

f(
∑

ν

cνxν) =
∑

ν

cνf(xν)

が示される。またx1, x2 = 0とおくことで f(0) = 0が示される。
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Theorem 1.3 Ax = yで定義される写像は一次写像。
また任意の一次写像 f は (n, m)行列Aで表現できる。
証明)

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2

A(cx) = cAx

よってAをかけるという操作は線形写像。

逆にm次元ベクトル空間の単位ベクトルを e1, . . . , em、n次元ベクトル空間の単位
ベクトルを e′

1, . . . , e
′
nとする。

f(ej) =
n∑

i=1

e′
iaij

とおくと、

x =
m∑

j=1

xjej, y =
n∑

i=1

yie
′
i

となり

y =

⎛
⎜⎝ y1

...

yn

⎞
⎟⎠ = f(

m∑
j=1

xjej)

=

m∑
j=1

xjf(ej)

=
m∑

j=1

xj

n∑
i=1

e′
iaij

=
n∑

i=1

e′
i

m∑
j=1

aijxj

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m∑
j=1

a1jxj

m∑
j=1

a2jxj

...
m∑

j=1

anjxj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= Ax
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よって f からAが一意的にきまる。

m = nの場合を特に一次変換とよぶ。
このとき f が n次元ベクトル空間から自分への上への一対一対応なら、

→任意のyに対して f(x) = yとなるxが存在する。
このとき x = f−1(y)とかく。

f−1も線形写像：
...©

x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2)

とすると
f(x1 + x2) = y1 + y2

...f−1(y1 + y2) = x1 + x2

= f−1(y1) + f−1(y2)

また
x = f−1(y)

として
f(cx) = cf(x) = cy

cx = f−1(cy) = cf−1(y)

f−1に対応する行列をA−1とおくとAA−1 = A−1A = I

1.4 内積
ベクトルの内積

a · b =
∑

i

aibi

これを行列の積として考える。

(1, n)(n, 1) → (1, 1)

そこで内積は

atb = (a1, a2, . . . , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

b1

b2

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

∑
i

aibi
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とかける。複素数の行列は

(at)�b = (a�
1, a

�
2, . . . , a

�
n)

⎛
⎜⎜⎜⎝

b1

b2

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

∑
i

a�
i bi

(at)� = a†なので
内積 = a†b ≡ (a, b)

ここで f : x → y, y = (a, x)とおくと
f は一次写像
...©

f(x1 + x2) = (a, x1 + x2)

= (a, x1) + (a, x2)

= f(x1) + f(x2)

cf(x) = f(cx)

(Q.E.D.)

内積の性質

共役線形性

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(1) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y)

(x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2)

(2) (cx, y) = c�(x, y), (x, cy) = c(x, y)

(3) (x, y)� = (y, x)

正値性 (4) (x, x) ≥ 0で (x, x) = 0なら x = 0

‖x‖：ノルム (長さ)

‖x‖ ≡
√

(x, x)

ノルムの性質

��
�
�
��

���������

�
�
�
�

x

y

1. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ 三角不等式
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2. |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖ Schwarzの不等式

証明)

2.を先に示す。
y = 0なら 0 ≤ 0で成立。
y �= 0のとき、任意の複素数 a, bに対して

‖ax + by‖2 ≥ 0

‖ax + by‖2 = (ax + by, ax + by)

= |a|2‖x‖2 + b�a(y, x) + a�b(x, y) + |b|2‖y‖2

ここで a = ‖y‖2, b� = −(x, y) (b = − (y, x))とおくと

‖ax + by‖2 = ‖y‖4‖x‖2 − ‖y‖2|(x, y)|2 − ‖y‖2|(x, y)|2 + ‖y‖2|(x, y)|2
= ‖y‖2

{‖x‖2‖y‖2 − |(x, y)|2}
≥ 0

...‖x‖‖y‖ ≥ |(x, y)|
(Q.E.D.)

1.の証明

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + (x, y) + (y, x)

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|(x, y)|
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖
= (‖x‖ + ‖y‖)2

...‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖

n行一列ベクトルx

m行一列ベクトルy

(n, m)行列A

⎫⎪⎬
⎪⎭を考える。

Ay → n行一列ベクトル

(x, Ay) = x†Ay

= (A†x)†y

= (A†x, y)



第 1章 ベクトルと行列 18

また任意の x, yに対して (Ax, y) = (x, By)ならA = B†
...©

(Ax, y) = (x, A†y) = (x, By)

...
(
x,

(
A† − B

)
y
)

= 0

これが任意の x, yに対して成立するためにはB = A†

ユニタリ行列：AA† = Iとなるもの
性質)

1. ‖Ax‖ = ‖x‖ ...© (Ax, Ax) = (x, A†Ax) = (x, x)

2. 任意の x, yに対して (Ax, Ay) = (x, y)

3. Aの列ベクトルを a1, . . . , anとかくと

A†A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a†
1

a†
2
...

a†
n

⎞
⎟⎟⎟⎠

(
a1 a2 . . . an

)

=

⎛
⎜⎝ a†

1a1 a†
1a2 . . . a†

1an

...
...

. . .
...

a�
na1 a�

na2 . . . a�
nan

⎞
⎟⎠

= ((ai, aj))

よって (ai, aj) = δij =

{
1 i = j

0 i �= j

問 1

1. U =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
が unitary行列であることを示せ。

2.

(
1+i
2

1−i
2

1−i
2

1+i
2

)
は?

問 2

U が unitaryのとき、

1. U †は unitaryか?

2. U�は unitaryか?

3. (Ux, Uy) = (x, y)を示せ。
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1.5 複素数と複素平面

Im

Re1

b

a

1

1

1

r

θ

c1 = a1 + ib1 = r1(cos θ1 + i sin θ1)

c2 = a2 + ib2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)

c1c2 = r1r2{(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)}
= r1r2{cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)} (1.23)

よって
複素数の積：長さ r1, r2をかけ、角度 θ1, θ2を加える。
(注)

ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ . . .

eiθ = 1 + iθ +
(iθ)2

2
+

(iθ)3

3!
+ . . .

= (1 − θ2

2
+ . . .) + i(θ − θ3

3!
+ . . .)

= cos θ + i sin θ (1.24)

(オイラーの公式)

...r1(cos θ1 + i sin θ1) = r1e
iθ1

c1c2 = r1r2e
i(θ1+θ2) (1.25)
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複素共役：

c�
1 = (a1 + ib1)

�

= r1(cos θ1 − i sin θ1)

= r1e
−iθ1 (1.26)

Im

Re

1θ

θ 1

c

c

1

1
*

こうしておくと割算
c1

c2
=

r1e
iθ1

r2eiθ2
=

r1

r2
ei(θ1−θ2)

とすぐに計算できる。

1.6 交換子と行列の関数
交換子：

[A, B]
def
= AB − BA (1.27)

性質

[cA, B] = c [A, B] (1.28)

[A, B] = − [B, A] (1.29)

[A + B, C ] = [A, C ] + [B, C ] (1.30)

[AB, C ] = A [B, C ] + [A, C ]B (1.31)

[A, [B, C ]] + [C, [A, B]] + [B, [C, A]] = 0 (1.32)
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(Jacobiの恒等式)

また [A, B] = 0のときAとBは可逆であるという。

行列の関数：関数 f(x)が級数
∞∑

n=0

anx
nで定義されている場合

f(A) =
∞∑

n=0

anA
n (Aは正方行列)

を定義する。
例：

eA =
∞∑

n=0

1

n!
An

sin A =

∞∑
n=0

(−1)nA2n+1

(2n + 1)!

cos A =
∞∑

n=0

(−1)nA2n

(2n)!

log(1 + A) =
∞∑

n=1

(−1)n−1An

n

簡単な例

A =

(
a 0

0 b

)

のとき

An =

(
an 0

0 bn

)

eA =

(
ea 0

0 eb

)

sinA =

(
sin a 0

0 sin b

)

cos A =

(
cos a 0

0 cos b

)

一般に対角行列

Adiag =

⎛
⎜⎝ a1 0

. . .

0 an

⎞
⎟⎠
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に対しては、

f(Adiag) =

⎛
⎜⎝ f(a1) 0

. . .

0 f(an)

⎞
⎟⎠

[A, B] �= 0のときは

eAeB �= eA+B

�= eBeA

なので要注意。
例.

A =

(
a 0

0 b

)
, B =

(
0 1

0 0

)

のとき

eA =

(
ea 0

0 eb

)

eB =

(
1 0

0 1

)
+

(
0 1

0 0

)
+ 0 + 0 + . . .

=

(
1 1

0 1

)

eAeB =

(
ea 0

0 eb

)(
1 1

0 1

)
=

(
ea ea

0 eb

)

一方

eA+B = 1 + A + B +
(A + B)2

2
+ . . .

eBeA =

(
1 1

0 1

) (
ea 0

0 eb

)
=

(
ea eb

0 eb

)

• eAeB = eBeA = eA+B if [A, B] = 0
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第2章 行列式

(
a b

c d

)
の行列式：ad − bc :=

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = |A|
n × n行列式は?

2.1 置換
1, 2, 3, . . . , nを並べかえる操作→置換 (permutation)

1, 2, 3, . . .　, n

↓ ↓ ↓ ↓
σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

i1 i2 i3 in

これを置換 σ =

(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

)
と呼ぶ。置換は i番目の場所にあるものを σ(i)番

目におくと考えるとよい。(
1 2

1 2

)
= 12　恒等置換　一般に 1nとかく。

σ =

(
1 2 3

3 1 2

)

ならば

σ−1 =

(
1 2 3

2 3 1

)

積：二つつづけて置換

σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
, τ =

(
1 2 3

2 1 3

)

とすると

στ =

(
1 2 3

1 3 2

)
, τσ =

(
1 2 3

3 2 1

)
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⎧⎪⎨
⎪⎩

(στ )ρ = σ(τρ)

1n · σ = σ · 1n = σ

σσ−1 = σ−1σ = 1n⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
乗法 (演算)が定義、結合則が成立
単位元 1nが存在
任意の元σに対してσ−1が存在
演算がとじている

n文字の置換全体 Sn(n!個)は群をなす。

置換 σの性質

1. σが Sn全体をくまなく動く→ σ−1も Sn上をくまなく動く。

2. σが Sn全体をくまなく動く→ στ も Sn上をくまなく動く。

証明)

σ �= σ′なら σ−1 �= σ′−1　∴σ−1は重複しない
n!個σがうごくと σ−1もちょうど n!個の値をとる
同様に σ �= σ′なら στ �= σ′τ、よって στ は重複しないので n!個の値をとる→ Snを
動く

互換：２つだけ置換したもの

Theorem 2.1 任意の置換は互換の積で表せる。
互換の数の偶奇は互換のし方によらない。

証明)

n変数関数

Δ(x1, . . . , xn) = (xn − xn−1)(xn − xn−2) . . . (xn − x1)

×(xn−1 − xn−2) . . . (xn−1 − x1)
...　　　

×(x2 − x1)

を考えよう。

Δσ(x1, . . . , xn)
def
= Δ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))

= ±Δ(x1, . . . , xn)
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σが互換なら
Δσ = −Δ

もし σ = τ1 . . . τk = ρ1 . . . ρlとして表されていると

Δσ = (−1)kΔ(x1, . . . , xn) = (−1)lΔ(x1, . . . , xn)

∴kと lの偶奇は一致

こうして sgnσ :=

{
1 互換数 偶
−1 〃 奇

が一意的に決まる。

(
sgnσ =

(
1 2 . . .

σ(1) σ(2) . . .

)
とかく。

)

任意の置換が互換の積となるのは数学的帰納法
n = 1のときOK

n − 1の σが互換の積→ in �= nとする。σ =

(
in n

n in

)
σ1とすると

σ1 =

(
in n

n in

)
σ　 σ1(n) = nより σ1は互換で表せる。

QED.

問(
1 2 . . . n

n n − 1 . . . 1

)
,

(
1 . . . n

n 1 2 . . . n − 1

)
の符合は?(

1 2 . . . n

n n − 1 . . . 1

)

↓
(1 n)(2 n − 1) . . .︸ ︷︷ ︸

n
2

(n : 偶)
n−1

2
(n : 奇)

∴(−1)
n
2 , (−1)

n−1
2

これをまとめると
(−1)

n(n−1)
2
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(
1 . . . n

n 1 2 . . . n − 1

)
(

1 n

n 1

)
で

(
1 2 . . . n − 1 n

n 2 . . . n − 1 1

)
(

n − 1 1

1 n − 1

)
で

(
1 2 . . . n − 1 n

n 2 . . . 1 n − 1

)
(

1 n − 2

n − 2 1

)
で . . .

結局 n − 1回互換する。
(−1)n−1

2.2 行列式
(n, n)型行列A((i, j)成分 aij)の行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
def
=

∑
ε(p1, p2, . . . , pn)a1p1a2p2 . . . anpn (2.1)

∑
はすべての置換 (n!個)についてとる。ε(p1, p2, . . . , pn)は

{
偶置換 +1

奇置換 −1

↓
(互換の数)

(2, 2)型

|A| =
∑

ε(p1, p2)a1p1a2p2 = a11a22 − a12a21 (2.2)

(3, 3)型
|A| =

∑
ε(p1, p2, p3)a1p1a2p2a3p3 (2.3)
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(
1 2 3

1 2 3

)
: +a11a22a33(

1 2 3

3 1 2

)
: +a13a21a32(

1 2 3

2 3 1

)
: +a12a23a31(

1 2 3

1 3 2

)
: −a11a23a32(

1 2 3

3 2 1

)
: −a13a22a31(

1 2 3

2 1 3

)
: −a12a21a33

問 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 6

5 2 8

4 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −47

問 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0

a22 0

0
. . .

0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann

問 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . 0 a1n

0 . . . a2n−1 0
... . . .

...
...

an1 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ε

(
1 2 . . . n

n n − 1 . . . 1

)
a1na2 n−1 . . . an1

= (−1)
n(n−1)

2 a1na2 n−1 . . . an1

問 4



第 2章 行列式 28

F (x) =

∣∣∣∣∣∣∣
f11(x) . . . f1n(x)

...
. . .

...

fn1(x) . . . fnn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
のとき

F ′(x) = (
∑

ε(p1 . . . pn)f1p1 . . . fnpn)′

=
∑

ε(p1 . . . pn)f ′
1p1

f2p2 . . . fnpn

+
∑

ε(p1 . . . pn)f1p1f
′
2p2

. . . fnpn

+ . . .

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′

11 f ′
12 . . . f ′

1n

f21 f22 . . . f2n

...
...

. . .
...

fn1 fn2 . . . fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11 f12 . . . f1n

f ′
21 f ′

22 . . . f ′
2n

...
...

. . .
...

fn1 fn2 . . . fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

...
...

. . .
...

f ′
n1 f ′

n2 . . . f ′
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2.3 行列式の性質
i)行と列を入れ換えても同じ。即ち |A| = |At|

...©　 |A| =
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . anpn

|At| =
∑

ε(p1 . . . pn)ap11 . . . apnn

今、pj = kとなる jを ikとかくと

apjj = akik

これより
ap11 . . . apn1 = a1i1a2i2 . . . anin

...|At| =
∑

ε(p1 . . . pn)a1i1 . . . anin

一方

(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

)
の互換の数を lとすると、

(
p1 . . . pn

p1 . . . pn

)
から l回の互換で

(
p1 p2 . . . pn

pi1 pi2 . . . pin

)
=

(
p1 p2 . . . pn

1 2 . . . n

)

は l回の互換。この逆は

(
1 2 . . . n

p1 p2 . . . pn

)
なのでこれも l回の互換。

...ε(p1 . . . pn) = ε(i1 . . . in)
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(Q.E.D.)

ii)2つの行を入れかえると－がつく
Aの r行と s行を入れかえたものをBとすると

|B| =
∑

ε(p1 . . . pr . . . ps . . . pn)a1p1 . . . arps . . . aspr . . . anpn (2.4)

= −
∑

ε(p1 . . . ps . . . pr . . . pn)a1p1 . . . arps . . . aspr . . . anpn (2.5)

= −|A| (2.6)

ii)′列を入れかえても－がつく
ii)′′行または列を l回入れかえると (−1)lがつく

iii)二つの行が等しければ |A| = 0

...©　 |A| = −|A|
|A| = 0

iv)一つの行を c倍すると行列式も c倍
...©i行目を c倍したものをA′とすると

|A′| =
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . (caipi) . . . anpn

= c|A|

iv)′|cA| = cn|A|
v)一つの行 (列)が二つの数の和なら、即ち

aij = bij + cij (j = 1, 2, . . . , n)

なら
|A| = |A1| + |A2|

A1は i行目が bij, A2は i行目が cij

...©　 |A| =
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . aipi . . . anpn

=
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . (bipi + cipi) . . . anpn

=
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . bipi . . . anpn

+
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . cipi . . . anpn

= |A1| + |A2|
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vi)一つの行を c倍して別の行に加えても行列式はかわらない
...©i行目に j行目の c倍を加える∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

ai1 . . . ain

...
...

aj1 . . . ajn

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

ai1 . . . ain

...
...

aj1 . . . ajn

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

aj1 . . . ajn

...
...

aj1 . . . ajn

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

ai1 + caj1 . . . ain + cajn

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vii) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n

...
...

...

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
...©　左辺 =

∑
ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . anpn

=
∑

ε(1p2 . . . pn)a11a2p2 . . . anpn

= a11

∑
ε(p2 . . . pn)a2p2 . . . anpn

= 右辺

問 1 ∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

3 3 3

3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

問 2 ∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4

2 3 7

3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4

0 −1 15

0 −1 14

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −1 15

−1 14

∣∣∣∣∣ = 1
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問 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 b− a c − a

0 b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c2 − a2) − (c − a)(b2 − a2)

= (b− a)[(c− a)(c + a)− (c − a)(b + a)]

= (b− a)(c − a)(c + a − b− a)

= (b− a)(c − a)(c− b)

問 4 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 −1 6

−1 −5 4 2

1 2 3 1

3 5 −1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 295

問 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 1 1

1 1 + x2 1 1

1 1 1 + x3 1

1 1 1 1 + x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 0 0 −x4

0 x2 0 −x4

0 0 x3 −x4

1 1 1 1 + x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 0 0 −x4

0 x2 0 −x4

0 0 x3 −x4

0 0 0 (1 + x4) + x4

x1
+ x4

x2
+ x4

x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1x2x3x4(1 +

1

x1
+

1

x2
+

1

x3
+

1

x4
)

問 6
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a a a

b y b b

c c z c

d d d u

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
a

1 1 1

1 y
b

1 1

1 1 z
c

1

1 1 1 u
d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
a
− 1 + 1 1 1 1

1 y
b
− 1 + 1 1 1

1 1 z
c
− 1 + 1 1

1 1 1 u
d
− 1 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd(

x

a
− 1)(

y

b
− 1)(

z

c
− 1)(

u

d
− 1)

× (1 +
a

x − a
+

b

y − b
+

c

z − c
+

d

u − d
)

= (x − a)(y − b)(z − c)(u − d)(1 +
a

x − a
+

b

y − b
+

c

z − c
+

d

u− d
)

問 7 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
i>j

(xi − xj)

問 8

|li| = 1(i = 1 . . . n), li · lj = 0(i �= j)として
(l1 . . . ln)を考えると

|l1 . . . ln| = ±1

問 9
H Hermite detH real

U Unitary |detU | ?

2.4 行列式の積
i)

|AB| = |A| · |B| (2.7)
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...©　 |AB| =
∑

1 ≤ i1 ≤ n

1 ≤ i2 ≤ n
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1i1bi11 a1i2bi22 . . .

a2i1bi11 a2i2bi22 . . .
...

...
...

ani1bi11 ani2bi22 . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

bi11bi22 . . . binn

∣∣∣∣∣∣∣
a1i1 . . . a1in
...

...
...

ani1 . . . anin

∣∣∣∣∣∣∣
i1 = i2とかになるとこれは 0なので∑
は n!についてとる

=
∑

bi11bi22 . . . binnε(i1i2 . . . in)|A|
= |A||B|

ii)

r n − r

r

n − r

∣∣∣∣∣ A C

0 B

∣∣∣∣∣ = |A||B| (2.8)

...© ∣∣∣∣∣ A C

0 B

∣∣∣∣∣ =
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . anpn

i ≥ r + 1, j ≤ rのとき aij = 0。p1 . . . prのうち rより大きい数があると pr+1 . . . pnのう
ちに r + 1以下の数がある。よってこのとき a1p1 . . . anpnの中で aij(i ≤ r, r + 1 ≤ j)が
あると、つまりCの元があるとこの項は 0。よってC = 0とおく。すると∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . anpn =
∑

ε(p1 . . . pr)a1p1 . . . arpr

×
∑

ε(pr+1 . . . pn)ar+1pr+1 . . . anpn

(Q.E.D)

ii)を使って i)も出せる。 (
B −I

0 A

)

n + m列に bmkをかけて k列に加えると(
0 −I

AB A

)
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...|A||B| =
(

0 −I

AB A

)
= (−1)2n

(
I 0

A AB

)
= |AB|

問 1 ∣∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣∣ = |A − B||A + B|
...©k列から n + k列をひくと (1 ≤ k ≤ n)

=

∣∣∣∣∣ A −B B

B −A A

∣∣∣∣∣
n + l列に l列を加えると

=

∣∣∣∣∣ A − B B

0 A + B

∣∣∣∣∣ = |A − B||A + B|

問 2

detA†A ≥ 0を示せ。(
A B

C D

)
=

(
A 0

C I

) (
I A−1B

0 D − CA−1B

)
A−1存在と仮定

=

(
I B

0 D

) (
A − BD−1C 0

D−1C I

)
D−1存在と仮定

これより

det

(
A B

C D

)
= |A||D − CA−1B|

= |D||A − BD−1C|

2.4.1 行列式の抽象的な定義

行列式は

1. 交代性 φ(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · , an) = −φ(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · , an)

2. 多重線形性 φ(a1, · · · , ai+bi, · · · , an) = φ(a1, · · · , ai, · · · , an)+φ(a1, · · · , bi, · · · , an)

3. 単位性 φ(e1, · · · , en) = 1

を満たす。また上を満たすものは行列式に限られる。
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2.5 余因子・小行列式

D =
∑

ε(p1 . . . pn)a1p1 . . . anpn

を考える。i行目の要素 aijは各項に一回ずつ現われ

D = ai1Āi1 + ai2Āi2 + . . .

となる。
A11はどのようなものか?

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= u11A11 +

∣∣∣∣∣∣∣ (残り)

∣∣∣∣∣∣∣ , A11 =

∣∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n

...
. . .

...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
行列Aの i行目と j行目をのぞいたものを (n − 1)次小行列式 (minor)とよぶ。これ

をΔijとかく。
また、D = ai1Āi1 + . . .としたときの Āijを余因子と呼ぶ。

Theorem 2.2

Āij = (−1)i+jΔij (2.9)

証明)

Aの i行目→ 1行目 j列目→ 1列目
1行目→ 2行目 1列目→ 2列目

...
...

としたものをA′とおくと
|A′| = (−1)i+j|A|
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一方
|A′| = aijΔij + . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸

aijはもうない

...　 |A| = (−1)i+jaijΔij + . . .

...　Āij = (−1)i+jΔij

また、i行目の要素 ai1, ai2, . . . , ainのかわりに aj1, aj2, . . . , ajnをおくと二つの行 (i行と
j行)が一致するので |A| = 0

...　 ai1Āj1 + ai2Āj2 + . . . + ainĀjn = δij|A|

列の場合も同様で
a1iĀ1j + a2iĀ2j + . . . + aniĀnj = δij|A|

2.6 Cramerの公式

Ax = b

のとき
(A′)ij = Āji

とすると
[(A′)A]ij =

∑
k

(A′)ikakj =
∑

k

akjĀki = |A|δij

...　 |A|x = A′b

=

⎛
⎜⎝

∑
k bkA

′
1k∑

k bkA
′
2k

...

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

∑
k bkĀk1∑
k bkĀk2

...

⎞
⎟⎠
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よって

|A|xi =
∑

k

bkĀki

=
∑

k

(−1)k+ibkΔki

=

i行∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n

... . . .
... . . .

...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
|A| �= 0のときこの連立方程式の解は

xi =
1

|A|

i行∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n

... . . .
... . . .

...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
で与えられる。

問 1

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 4

−1 6 7 8

4 −2 4 5

2 9 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −784
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展開式の別の証明∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

...
. . .

...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n

...
. . .

...

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11Ā11 + (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 . . . a2n

0 a12 . . . a1n

a31 a32 . . . a3n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11Ā11 + (−1)a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 . . . a1n

a32 . . . a3n

...
. . .

...

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a22 . . . a2n

0 a12 . . . a1n

a31 a32 . . . a3n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11Ā11 + a21Ā21 + a31Ā31 + . . . + (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

0
...

0

an1 . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

ai1Āi1

問 2

|adjA| = |A|n−1を示せ

2.7 逆行列
余因子行列 (adjugate matrix)

(adjA)ij = Āji = (−1)i+jΔji (2.10)

これを用いると

ai1Āj1 + ai2Āj2 + . . . + ainĀjn = δij|A|
a1iĀ1j + a2iĀ2j + . . . + aniĀnj = δij|A|
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は ∑
k

aik(adjA)kj = |A|δij ↔ A adjA = |A|I
∑

k

(adjA)jkaki = |A|δij ↔ (adjA)A = |A|I

よって |A| �= 0のとき

A−1 =
1

|A|adjA (2.11)

しかも右逆行列と左逆行列は等しい。また右が存在すれば必ず左逆行列も存在。

分割法

A =

(
K L

M N

)
(K, L, M, N は正方行列)

のとき

A−1 =

(
K−1 + XZ−1Y −XZ−1

−Z−1Y Z−1

)

ここでX = K−1L, Y = MK−1, Z = N − MK−1L

...©
(

K−1 + XZ−1Y −XZ−1

−Z−1Y Z−1

) (
K L

M N

)

=

(
I + XZ−1M − XZ−1M K−1L + XZ−1Y L − XZ−1N

−Z−1M + Z−1M −Z−1Y L + Z−1N

)
= I(

K−1L + XZ−1Y L − XZ−1N = X + XZ−1(Y L − N) = X −X = 0

−Z−1Y L + Z−1N = Z−1(N − Y L) = Z−1Z = I

)

問 1

1. |A−1| = |A|−1

2. (A−1)−1 = A

3. (At)−1 = (A−1)t

4. adjA−1 = |A|−1A
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問 2

上三角行列Aの逆行列 (A−1)は上三角

問 3 ⎛
⎜⎜⎜⎝

1 2 3 0

0 −1 −4 2

0 0 3 1

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎠

−1

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 2 5
3

−17
6

0 −1 −4
3

5
3

0 0 1
3

−1
6

0 0 0 1
2

⎞
⎟⎟⎟⎠

(A + B)−1 = A−1(I + BA−1)−1

A(A + B)−1 = (I + BA−1)−1

∂

∂aki
(detA) = (A−1)ik

問 4

AB −BA = 0のときA−1とBは交換するか?するときは証明を、しないときは例を上
げよ。
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逆行列の求め方

行列の基本変形
i)

Pn(i, j) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i j

1
. . .

1

i 0 . . . . . . . . . 1
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

j 1 . . . . . . . . . 0

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

をかける
→ i行と j行を交換する
ii)i行目を c倍する (c �= 0)

Qn(i; c) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i

1
. . . 0

1

i c

1

0
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

iii)j行目を c倍して i行目に加える

Rn(i, j; c) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

j

1
. . . 0

i 1 . . . c
. . .

...

1

0
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Pn(i, j)−1 = Pn(i, j)

Qn(i; c)−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i

1
. . . 0

1

i c−1

1

0
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Rn(i, j; c)−1 = Rn(i, j;−c)

これらを左から行列をかけるので左基本変形とよぶ。

この左基本変形から逆行列を求める。

⎛
⎜⎝ A

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ x11 x12 . . .

x21 x22 . . .
...

...
. . .

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

Aに P (i, j), Q(i; c), R(i, j; c)を何度もほどこす

→

⎛
⎜⎝ 1 0

. . .

0 1

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ x11 x12 . . .

x21 x22 . . .
...

...
. . .

⎞
⎟⎠ = P, Q, Rの積× In

これより P, Q, Rの積×In =逆行列

例 ⎛
⎜⎝ 1 1 0

0 1 1

1 0 1

⎞
⎟⎠ X =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

とするには
3行目から 1行目をひく ⎛

⎜⎝ 1 1 0

0 1 1

0 −1 1

⎞
⎟⎠ X =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

−1 0 1

⎞
⎟⎠
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3行目に 2行目を加える ⎛
⎜⎝ 1 1 0

0 1 1

0 0 2

⎞
⎟⎠ X =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

−1 1 1

⎞
⎟⎠

2行目から 1
2
× 3行目をひく⎛

⎜⎝ 1 1 0

0 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎠ X =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

1
2

1
2

−1
2

−1 1 1

⎞
⎟⎠

2行目を 1行目からひく⎛
⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎠ X =

⎛
⎜⎝

1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

−1 1 1

⎞
⎟⎠

3行目を 1
2
倍する

X =
1

2

⎛
⎜⎝ 1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1

⎞
⎟⎠

このようにまず上三角行列をつくるとうまくいく。

n次行列Aと adjAの 1, . . . , r行、1, . . . , r列からなる r次小行列式を

A

(
1 . . . r

1 . . . r

)
, adjA

(
1 . . . r

1 . . . r

)

とおくと

adjA

(
1 . . . r

1 . . . r

)
= |A|r−1A

(
r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)
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...©

⎛
⎜⎝ a11 . . . a1n

...
. . .

...

an1 . . . ann

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11 . . . Ar1

...
. . .

... 0

A1r . . . Arr

...
. . .

... 1 0
...

. . .
...

. . .

A1n . . . Arn 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

|A| 0 a1r+1 . . . a1n

. . .
...

. . .
...

0 |A| arr+1 . . . arn

0
...

. . .
...

anr+1 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

...|A| =

|A|rA
(

r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)

adjA

(
1 . . . r

1 . . . r

)

ただし i1 . . . ir等は偶順列
一般に

A

(
i1 . . . ir
j1 . . . jr

)
= |A|r−1O

(
ir+1 . . . in
jr+1 . . . jn

)

...　 adjA

(
r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)
= |A|r−1A

(
r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)

adjA

(
r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)
= |A|n−r−1A

(
1 . . . r

1 . . . r

)

(Jacobiの定理)

特に r = 2として ∣∣∣∣∣ A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣∣ = |A|A
(

3 . . . n

3 . . . n

)

もっと一般的には∣∣∣∣∣ Aii Aik

Aki Akk

∣∣∣∣∣ = |A|Aik　 (Aik : i行 k行と i列 k列をのぞいたもの)
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Aの中で始めの r × rをArとかくと

Bij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j

Ar
...

arj

ai1 . . . air aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Δ =

∣∣∣∣∣∣∣
Br+1r+1 . . . Br+1n

...
. . .

...

Bnr+1 . . . Bnn

∣∣∣∣∣∣∣
として

Δ = |Ar|n−r−1|A| (Sylvesterの定理)

...©Aijを余因子とすると

C =

⎛
⎜⎝ Ar+1r+1 . . . Ar+1n

...
. . .

...

Anr+1 . . . Ann

⎞
⎟⎠

の i行 j列をとった行列の行列式は、上の定理から

(−1)i+jadjA

(
r + 1 . . . n

r + 1 . . . n

)
= |A|n−1−r−1A

(
1 . . . r i

1 . . . r j

)
(−1)i+j

= (−1)i+jBij|A|n−r−2

...　 (adjC)ji = Bij|A|n−r−2

|adjC| = |A|(n−r−2)(n−r)Δ

一方

|adjC| = |C|n−r−1

|C| = |Ar||A|n−r−1

より
|A|(n−r)(n−r−2)Δ = |Ar|n−r−1|A|(n−r−1)(n−r−1)

よって

Δ = |Ar|n−r−1|A|
(X − 1)

2 − (X − 2)X 　　　
| {z }

X2+1−2X−X2+2X=1

= |A||Ar|n−r−1

(Q.E.D.)
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第3章 ベクトル空間の性質

3.1 Binet-Cauchyの定理
前期の復習をかねて、まず、Binet-Cauchyの定理と呼ばれる行列式の定理を証明し

ておく。これは次のように表される。

Theorem 3.1 (Binet-Cauchyの定理) 行列A, Bをそれぞれ (m, n), (n, m)型とする。
C = ABは (m, m)型である。このとき、

1. m = nなら |C| = |A||B|

2. m < nなら

|C| =
∑

1≤α1<α2<···<αm≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1α1 a1α2 · · · a1αm

a2α1 a2α2 · · · a2αm

...
... · · · ...

amα1 amα2 · · · amαm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bα11 bα12 · · · bα1m

bα21 bα22 · · · bα2m

...
... · · · ...

bαm1 bαm2 · · · bαmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.1)

3. m > nなら |C| = 0

証明)

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
j=1 a1jbj1

∑n
j=1 a1jbj2 · · · ∑n

j=1 a1jbjm∑n
j=1 a2jbj1

∑n
j=1 a2jbj2 · · · ∑n

j=1 a2jbjm

...
... · · · ...∑n

j=1 amjbj1

∑n
j=1 amjbj2 · · · ∑n

j=1 amjbjm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
は、行列の積と行列式の性質 v)より、

|C| =
n∑

k1,k2,··· ,km=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1k1 a1k2 · · · amkm

a2k1 a2k2 · · · amkm

...
... · · · ...

amk1 amk2 · · · amkm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
× bk11bk22 · · · bkmm



第 3章 ベクトル空間の性質 47

となる。これよりm > nだと、少なくとも２列は同じ列が現れる。よってm > nのと
き、|C| = 0。

m ≤ nのとき、k1, k2, · · · , kmのうち、並び替えて α1, α2, · · · , αmになるものの和を
行うと

|C| =
∑

1≤α1<α2<···<αm≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1α1 a1α2 · · · amαm

a2α1 a2α2 · · · amαm

...
... · · · ...

amα1 amα2 · · · amαm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∑
permulation

ε

(
α1 α2 · · · αm

k1 k2 · · · km

)
bk11bk22 · · · bkmm

ここで

∑
permulation

ε

(
α1 α2 · · · αm

k1 k2 · · · km

)
bk11bk22 · · · bkmm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bα11 bα12 · · · bα1m

bα21 bα22 · · · bα2m

...
... · · · ...

bαm1 bαm2 · · · bαmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
なので、m ≤ nのときも確かに成立している。

3.2 ベクトルの一次独立性
(1,0)と (0,1)を e1と e2とおくと、xe1 + ye2 = (x, y)は平面上のすべての点をあら

わす。
一方、(1,0)と (1,1)も c1(1, 0) + c2(1, 1)という線形結合を考えると、平面上のすべて

の点を表すことができる。
しかし、(2,1)と (4,2)をどう足しあわせても、c1(2, 1) + c2(4, 2) = (c1 + 2c2)(2, 1)と

なり、直線 y = x
2
上の点しか得られない。

本章ではこれを一般化した議論を行う。
まず、線形結合

c1a1 + c2a2 + · · · cnan

を考える。この線形結合が 0になるとき、すなわち

c1a1 + c2a2 + · · · + cnan = 0 (3.2)

となるのは、c1 = c2 = · · · = cn = 0という自明な解以外にない場合、a1, a2, · · · , anは
一次独立 (線形独立)と呼ぶ。もし、自明な解以外を持っている場合は、一次従属 (線形
従属)と呼ぶ。
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一次独立でない場合、つまり一次従属の場合、c1, c2,

(m)︷︸︸︷· · · , cnのうち、どれかは 0で
ないという解が存在する。その 0でないものを cmとおくと、

am = − c1

cm
a1 − c2

cm
a2 − · · · − cn

cm
an (3.3)

となる。ここで右辺ではm番目の項を除いてある。こうして一次従属でない場合、あ
るベクトル amが他のベクトルの線形結合で書き表せることがわかる。

問　 (ai, aj) = δij (1 ≥ i, j ≥ n) を満たすベクトルを正規直交系という。正規直交系
は一次独立であることを示せ。

Theorem 3.2 a1, a2, · · · , anが一次独立、a1, a2, · · · , an, an+1が一次従属なら、an+1

は a1, a2, · · · , an の線形結合で表せる。

証明)

c1a1 + c2a2 + · · · + cnan + cn+1an+1 = 0 の解は、自明でないものを含む。その非自明
解は cn+1 �= 0である（なぜならもしこれが０なら a1から anの一次独立性により自明
解になってしまうから）。これより、

an+1 = − c1

cn+1
a1 − c2

cn+1
a2 − · · · − cn

cn+1
an

この表し方は一意的である。というのはもしan+1 =
∑n

i c′iai =
∑n

i c′′i ai というよう
に二通りに表せていたら、

∑n
i (c′i − ci”)ai = 0となり、一次独立性より c′i = ci”となる

ので。

この対偶命題は
a1, a2, · · · , anが一次独立で、an+1が a1, a2, · · · , anの線形結合で書くことができなけ
れば、a1, a2, · · · , an, an+1は一次独立である
ということである。
こうして a1, a2, · · · , akが与えられたとき、一次独立のベクトルを選ぶには

1. a1から順番に調べていき、0でないものをみつける

2. それを ai1 とおき、ai1 の定数倍でないものを ai1+1, ai1+2 · · · から選び、これを
ai2とおく。

3. 次に ai1 , ai2の線形結合で表せないものを ai3とおく。
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4. これを繰り返す

とすればよい。こうしてできたベクトルの集合を極大集合、もしくは極大線形独立系
と呼ぶ。

Theorem 3.3 a1, a2, · · · , anと b1, b2, · · · , bn′ はそれぞれ一次独立で、a1, a2, · · · , an

は b1, b2, · · · , bn′ の線形結合で表せ、逆に b1, b2, · · · , bn′ は a1, a2, · · · , anの線形結合
で表せるとき、

n = n′

である。

証明）
題意より

bj =
n∑

i=1

cjiai

ai =

n′∑
j=1

dijbj

なので、

bj =
n∑

i=1

n′∑
j′=1

cjidij′bj′

ai =
n′∑

j=1

n∑
i′=1

dijcji′ai′

となる。ここで cijは (n′, n)型、dij は (n, n′)型である。bの一次独立性から

0 =

n∑
i

n′∑
j′

cjidij′bj′ − bj

=
n∑
i

n′∑
j′

cjidij′bj′ −
n′∑
j′

δjj′bj′

=
n′∑

j′=1

(
n∑

i=1

cjidij′ − δjj′)

となる。よって係数 cij , dijを成分とする行列をそれぞれC, Dと書くと

CD = In′
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同様に
DC = In

をうる。Binet-Cauchyの定理より、n = n′でないときは、CDかDCのどちらかの行
列式が 0になってしまい、左辺の |I | = 1と矛盾する。よって n = n′。
これより、二つの独立な集合間の変換行列 (CとかDのこと)は正則であることもわ

かる。

以上の議論をまとめると

Theorem 3.4 a1, a2, · · · , anからai1, ai2, · · · , aim というm個の一次独立なベクトル
の集合を選び出し、a1, a2, · · · , anをこれらの線形結合で表すことができる。この選び
方は何通りもありうるが、mの値は一通りに決まる。

今まで示したことから「n次元ベクトルのうち、一次独立なものは n以下」というこ
とがわかる。
証明)

e1, e2, · · · , en は一次独立で、これですべてのベクトルを表すことができる。ここで

{e1, e2, · · · , en, a1, a2, · · · , am}
のなかで一次独立なのは n。また

{a1, a2, · · · , am, e1, e2, · · · , en}
のなかで一次独立なものはm + sなので

n = m + s ≥ m

Theorem 3.5 m個の n次元ベクトル aj(1 ≤ j ≤ m)があったとする。これより行列
(A)ij = aij を考える。Aは (n, m)型。これが一次独立なためには、Aの n個の行から
m個とったm次行列式がすべて 0ということはないことが必要十分。

証明)

十分条件)

a1c1 + a2c2 + · · · + amcm = (a1 a2 · · ·am)

⎛
⎜⎜⎜⎝

c1

c2

...

cm

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0
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を考える。Aからm行だけ取り出した行列をA′とおくと、

A′c = 0

detA′ �= 0なので c = 0となり、確かに一次独立。
必要条件)

{a1, a2, · · · , am, e1, e2, · · · , en}から極大線形独立系を選ぶと
{a1, a2, · · · , am, ei1, ei2, · · · , eis}, n = m + s

となる。また{a1, a2, · · · , am, ei1, ei2, · · · , eis}は{e1, e2, · · · , en}の線形結合で表せる。
もし i1 = m + 1, i2 = m + 2, · · · , is = nなら二つの基底の間の変換行列の行列式は０

でないので∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1m

...
. . .

... 0

am1 · · · amm

am+1,1 · · · am+1,m 1 0 · · ·
...

. . .
... 0

. . .
...

...
... · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

⎛
⎜⎝ a11 · · · a1m

...
. . .

...

am1 · · · amm

⎞
⎟⎠ �= 0

一般には 1から nのなかで {i1, · · · , is}をとりさったのこりを {j1, · · · , jm}とおき、(
1 2 · · · m m + 1 · · · n

j1 j2 · · · jm i1 · · · is

)

という置換を施すと、∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj11 · · · aj1m

...
. . .

... 0

ajm1 · · · ajmm

ai1,1 · · · ai1,m 1 0 · · ·
...

. . .
... 0

. . .
...

...
... · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

⎛
⎜⎝ aj11 · · · aj1m

...
. . .

...

ajm1 · · · ajmm

⎞
⎟⎠ �= 0

よって、少なくともある行列式が０でないことが必要であることが示された。

Theorem 3.6 (Gramの行列式) m個の n次元ベクトルaj(1 ≤ j ≤ m)が一次独立で
あるための必要十分条件は∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) · · · (a1, am)
...

. . .
...

(am, a1) · · · (am, am)

∣∣∣∣∣∣∣ �= 0(> 0) (3.4)
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が必要十分条件である。この行列式をGramの行列式と呼ぶ。この行列はエルミート
行列で行列式の値は非負である。

証明)

{yk}を正規直交系とする。
aj =

n∑
k=1

αjkyk

と表せる。そこでAを αjkを成分とする行列とすると

(aj , ak) =

n∑
j′=1,k′=1

α∗
jk′αkj′(yk′, yj′)

=
n∑

j′=1

α∗
jj′αkj′

= (A∗At)jk = (AA†)t
jk

|AA†|はBinet-Cauchyの定理よりベクトルのn個の成分からm個とったものの行列式
の積で表せるが、この積は互いに複素共役の関係にあるので必ず正か、0。これが 0と
いうことは行列Aからm個の列を選んで作った行列の行列式がすべて０ということ。
よって定理 3.5から、このGramの行列式が 0でないことが、aj(1 ≤ j ≤ m)が一次独
立であることの必要十分条件。

3.3 部分空間
(x, y, z)という三次元空間中で、x−y平面内のベクトルをいくら加えてもやはりx−y

平面内のベクトルになる。これを部分空間 (線形部分空間)と名づける。
今の議論を一般の n次元ベクトルに拡張する。

1. a, b ∈ W なら必ず a + b ∈ W

2. a ∈ W なら必ず ca ∈ W (cはスカラー)

が成り立つとき、W は線形部分空間である。
有限個のベクトル、a1, a2, · · · , amによって張られる部分空間とは

x = c1a1 + c2a2 + · · · + cmam

で表されるベクトルの集合である (ciはスカラー)。
a1, a2, · · · , amすべてと直交するベクトル、b1, b2, · · · , bm′ を考える。定義より

(aj, bi) = 0
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である。すると、
(aj, bi1 + bi2) = 0, (aj , cbi) = 0

が成り立つので、b1, b2, · · · , bm′も線形部分空間になる。この b1, b2, · · · , bm′を直交補
空間とよぶ。
例）⎛

⎜⎝ 1

0

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ 1

−1

0

⎞
⎟⎠ は x − y平面を張ることができる。すなわち

c1

⎛
⎜⎝ 1

0

0

⎞
⎟⎠ + c2

⎛
⎜⎝ 1

−1

0

⎞
⎟⎠

は c1, c2を動かすと x− y平面すべての点を表すことができる。これらのベクトルと直

交する

⎛
⎜⎝ 0

0

1

⎞
⎟⎠ の張る

c

⎛
⎜⎝ 0

0

1

⎞
⎟⎠

が直交補空間である。
注）
0も n次元ベクトル空間全体も部分空間
線形部分空間W で r個の独立なベクトルが存在し、r + 1個以上は存在しないとき、

dimW = r

とする。例えば n次元ベクトル空間 V nは

dimV n = n

であり、{0}は
dim{0} = 0

である。
このとき、x ∈ W は線形独立な {a1, · · · , ar}を用いて

x =
r∑

i=1

ciai

と表せる。ciは一意的に決定される。このような{a1, · · · , ar}を基底と呼ぶ。{a1, · · · , ar, x}
が一次従属なことに注意。
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Theorem 3.7 dimW = rとする。{a1, · · · , ap}が一次独立なら p ≤ r。さらに r − p

個のベクトルを加えてW の基底、{a1, · · · , ap, ap+1, · · · , ar}が作れる。
証明）

p = rなら {a1, · · · , ap}が基底。p < rなら {a1, · · · , ap}の線形結合で表せない元が
存在する。それを ap+1とおくと、{a1, · · · , ap, ap+1}も一次独立。これを繰り返して
{a1, · · · , ap, ap+1, · · · , ar} をうる。

3.3.1 部分空間の和

x1 ∈ W1, x2 ∈ W2

としたとき、x = x1 + x2のつくりベクトルの集合をW = W1 + W2で表す。このとき

Theorem 3.8 (次元定理)

dim(W1 + W2) = dimW1 + dim W2 − dim(W1 ∩ W2) (3.5)

が成立する。

証明）
dim W1 = r1, dimW2 = r2, dim(W1∩W2) = r12とおく。W1∩W2の基底を{a1, · · · , ar12}
とおく。これに r1 − r12個、r2 − r12個の基底をそれぞれ加えたベクトルでW1, W2を
張る。

W1 → {a1, · · · , ar12 , a
′
r12+1, · · · , a′

r1
}

W2 → {a1, · · · , ar12, ar12+1”, · · · , ar2”}
さて、

{a1, · · · , ar12 , a
′
r12+1, · · · , a′

r1
, ar12+1”, · · · , ar2”}

はW1 + W2に属し、W1 + W2の任意のベクトルはその線形結合で表せる。これらの線
形結合を考え、

0 =

r12∑
i=1

ciai +

r1∑
j=r12+1

c′ja
′
j +

r2∑
k=r12+1

ck”ak”

とすれば、
r12∑
i=1

ciai +
r1∑

j=r12+1

c′ja
′
j︸ ︷︷ ︸

∈W1

= −
r2∑

k=r12+1

ck”ak”︸ ︷︷ ︸
∈W2
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となるので、両辺ともW1 ∩ W2であることがわかる。よって

−
r2∑

k=r12+1

ck”ak” =
r12∑
i=1

c′′′i ai

となり
r2∑

k=r12+1

ck”ak” +
r12∑
i=1

c′′′i ai = 0

をうる。これより ci
′′′ = ck” = 0をうる。さらにこれから ci = c′j = 0 (

∑r12

i=1 ciai +∑r1

j=r12+1 c′ja
′
j = 0なので)。

以上より、{a1, · · · , ar12 , a
′
r12+1, · · · , a′

r1
, ar12+1”, · · · , ar2”} は一次独立。よって

dim{a1, · · · , ar12 , a
′
r12+1, · · · , a′

r1
, ar12+1”, · · · , ar2”} = r12 + r1 − r12 + r2 − r12

= r1 + r2 − r12

= dim W1 + dim W2 − dim(W1 ∩ W2)

となる。
尚、W1∩W2 = 0のとき、W1+W2を直和という。一般に、mこの部分空間W1, W2, · · · , Wm

を考え、x1 ∈ W1, x2 ∈ W2, · · · , xm ∈ Wmとする。x = x1 + · · · + xmというベクトル
xのつくる集合をW とすると、直和の場合、

dim W = dim W1 + dimW2 + · · · + dim Wm

である。

問

a1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1

2

0

4

⎞
⎟⎟⎟⎠ , a2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−1

1

3

−3

⎞
⎟⎟⎟⎠ , a3 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

1

−5

−2

⎞
⎟⎟⎟⎠ , a4 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−1

−9

−1

−4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

とする。a1, a2の張る空間をW1, a3, a4の張る空間をW2としたとき、dim W1, dimW2, dim(W1∩
W2)を求めよ。
問
W1, W2を n次元ベクトル空間の線形部分空間とする。以下を証明せよ。

1. dim W1 + dim W2 > nならW1 ∩ W2 �= {0}
2. dim W1 = dim W2 = n − 1, W1 �= W2なら

dim(W1 ∩ W2) = n − 2
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3.4 正規直交系⎛
⎜⎝ 1

0

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ 0

1

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ 0

0

1

⎞
⎟⎠ などのように、集合 {a1, a2, · · · , am}の要素が互いに

(ai, aj) = 0, (1 ≤ i, j ≤ m)

という関係にあるベクトルの集合を直交系、さらに

||ai|| = 1, (1 ≤ i ≤ m)

が満たされている場合は正規直交系と呼ぶ。

問⎛
⎜⎝ 1/

√
2

1/
√

2

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ a

b

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ 0

0

c

⎞
⎟⎠ が正規直交系になるように a, b, cを決定せよ。

内積）
正規直交系でベクトル x, yが

x =

m∑
i=1

ciai, y =

m∑
j=1

djaj

とかけているとすると、その内積は

(x, y) =
m∑

i=1

m∑
j=1

c∗i dj(ai, aj)

=
m∑

i=1

m∑
j=1

c∗i djδij

=
m∑

i=1

c∗i di

となる。これは前期にやった式である。そのときは正規直交系として暗に{e1, e2, · · · , em}
を仮定していた。

Theorem 3.9 dimW = r, a1, a2, · · · , ap ∈ W で、{a1, a2, · · · , ap}が正規直交系なら
p ≤ rである。このとき r − p個のベクトルを加えてW を張る正規直交系を作ること
ができる。
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演習でやったように正規直交系は一次独立。よって定理 3.7より、p ≤ rである。p < r

のときは、{a1, a2, · · · , ap} に対して一次従属でないベクトルaが存在する。このとき

a′ =

p∑
i=1

(ai, a)ai, a” = a − a′

とおくと、a” �= 0である (0なら aが一次従属になってしまう)。また

(ai, a”) = (ai, a) − (ai, a
′) = (ai, a) − (ai, a) = 0

なので a”は ai (1 ≤ i ≤ p)と直交。

ap+1
def
=

a”

|a”|
とすれば、{a1, a2, · · · , ap, ap+1}が正規直交系となる。これを繰り返せばよい。

3.4.1 Schmidtの直交化

{a1, a2, · · · , ar} が与えられたとする。この部分空間の正規直交化ベクトルをつくる
方法が Schmidtの直交化である。これは以下の手順で行う。

1. まず a1を規格化する。
b1 =

a1

|a1|
2. 次に a1と直交するように a1, a2 の線形結合から b2をつくってやる。

b′
2 = a2 − (b1, a2)b1, b2 =

b′
2

|b′
2|

3. 今度は a1, a2と直交するように a1, a2, a3 の線形結合から b3をつくってやる。

b′
3 = a3 − (b1, a3)b1 − (b2, a3)b2, b3 =

b′
3

|b′
3|

このように {b1, b2, · · · , bp}という正規直交系がわかっていれば、

b′
p+1 = ap+1 −

p∑
i=1

(bi, ap+1)bi, bp+1 =
b′

p+1

|b′
p+1|

から bp+1をつくることができる。このやり方を Schmidtの直交化法と呼ぶ。
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問⎛
⎜⎜⎜⎝

1

0

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

3

1

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

0

2

1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

2

−1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠から正規直交系を作れ。

注)

a1 = c11b1

a2 = c12b1 + c22b2

a3 = c13b1 + c23b2 + c33b3

...

なので aiをならべた行列、

A = (a1 · · ·ap) = (b1 · · · bp)

⎛
⎜⎜⎜⎝

c11 c12 c13 · · ·
0 c22 c23 · · ·
0 0 c33 · · ·
...

...
. . .

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎠

となる。(b1 · · · bp)はユニタリ行列なので結局、

あらゆる行列はユニタリ行列と上三角行列の積で表せる

ことがわかる。
これはQR分解と呼ばれる、数値計算で大変実用性の高いものである。

3.4.2 直交補空間

{y; (y, x) = 0 for all x ∈ W}
というように部分空間W の元、すべてと直交するベクトルの集合を直交補空間と呼ぶ
ことは前に習った。この直交補空間をW⊥と記す。W⊥は線形部分空間である。この
とき、

Theorem 3.10

V n = W + W⊥ , W ∩ W⊥ = {0}
である。



第 3章 ベクトル空間の性質 59

証明)

x ∈ W, x ∈ W⊥なら (x, x) = 0なので x = 0である。また dim W = rとし、W の正
規直交基底として {b1, · · · , br}を選ぶと、このとき、(bi, x) = ci として

x” = x −
r∑

i=1

cibi , x′ =

r∑
i=1

cibi , x = x′ + x”

とすると、

(bi, x”) = (bi, x) −
r∑

j=1

cj(bi, bj) = ci − ci = 0

となる。よって x”はW⊥に属している。これより V nのすべてのベクトルは x′ + x”

とかけるので題意が証明される。
この定理と次元定理 3.8より

dim W⊥ = n − dim W (3.6)

となる。

問
以下を証明せよ。

i) (W⊥)⊥ = W

ii) (W1 + W2)
⊥ = W⊥

1 ∩ W⊥
2

iii) (W1 ∩ W2)
⊥ = W⊥

1 + W⊥
2

3.5 行列のランク
n次元ベクトル空間 V nから V mへの写像

f : x → Ax

が与えられたとする。Aは (m, n)型であるとする。このとき、Ax = yとすると、x

が V n上すべてを動くとき、Axは V mの部分空間となる。（部分空間の写像の行き先、
f(W )は部分空間を作る。）
ここで

f−1(0) = {x; x ∈ V n, Ax = 0}
という xの集合は V nの部分空間となる。これを核 (kernel)と名づける。
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Theorem 3.11

dim f(V n) = n − dim f−1(0) (3.7)

証明)

f−1(0)の基底を {b1, b2, · · · , bl}とおく。これから {b1, b2, · · · , bl, bl+1, · · · , bn}として、
V nの基底を作る。

f(V n) = {f(b1), · · · , f(bl), f(bl+1), · · · , f(bn)}
= {f(bl+1), · · · , f(bn)}

である。今、f(bi) (i = l+1, · · · , n)の一次独立性を示すために線形結合、
∑n

i=l+1 cif(bi) =

0 を考える。f(
∑n

i=l+1 cibi) = 0なので
∑n

i=l+1 cibi ∈ f−1(0) である。よって

n∑
i=l+1

cibi =
l∑

i=1

cibi

となる。これは {b1, b2, · · · , bl, bl+1, · · · , bn}の一次独立性により ci = 0(i = 1, 2, · · · , n)

を意味する。よって f(bi) (i = l + 1, · · · , n)は一次独立なので f(V n)の次元は n− l

V n → V nを考える。このとき f−1(0) = 0なら、f は一対一写像である。なぜなら
x1, x2 ∈ V nのとき、f(x1 − x2) = f(x1) − f(x2) = 0とすると x1 = x2が導かれる
ので。
一対一写像ということは逆行列が存在すれば良い。また一対一写像なら

f−1(0) = 0 ↔ dim f−1(0) = 0 ↔ dim f(V n) = dim V n = n

なのでこれは上への写像ということにもなる。

問 dim f(V n) = n − dim f−1(0)の証明を真似て、

dim f(W ) = dim W − dim(f−1(0) ∩ W ) (3.8)

を示せ。ここでW は V nの部分空間である。

dim f(V n)を行列 Aの階数 (ランク)と呼び、rankAとかく。(m, n)型行列の列ベク
トルを (a1, · · · , an)とかくと、

x =

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ V n
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が写像 f により

f(x) =
n∑

i=1

xiai

に写されることがわかる。これより f(x) = yは a1, · · · , anではられ、

dim f(x) = {a1, · · · , an}の一次独立なベクトルの数
がわかる。

問 rankA = 0 ↔ A = 0を示せ。

Theorem 3.12 A, Bをそれぞれ (m, n), (n, l)型行列とすると

rankAB ≤ rankA, rankB

証明)

rankAB = dimABV l ≤ dimAV n = rankA

≤ dimBV l = rankB

Theorem 3.13 Aを (m, n)型、P, Qをそれぞれ (m, m), (n, n)型の正則行列とする。
このとき、

rankPAQ = rankPA = rankAQ = rankA

証明)

上の証明より何かかけると次元 (階数)は必ずそれ以下になる。

rankPA ≤ rankA = rankP−1(PA) ≤ rankPA → rankA = rankPA

以下同様である。

Aの階数は r ≤ m, nとしてAの中から

(
m

r

)
×

(
n

r

)
個の (r, r)型小行列式を計

算し、そのうち一つでも 0でないものが存在する最大の rと定義できる。なぜなら A

の中には r = rankA個の一次独立なベクトルが存在し、それ以上は一次従属であるか
らである (定理 3.5参照)。これより次の定理が成り立つことがすぐわかる。
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Theorem 3.14 rankA = rankAt

証明)

小行列式の値は転置しても変わらないから。

問 以下の行列のランクを求めよ。

rank

⎛
⎜⎝ 1 1 1

2 2 2

3 3 3

⎞
⎟⎠ , rank

⎛
⎜⎝ 0 1 1

1 0 1

1 1 0

⎞
⎟⎠ , rank

⎛
⎜⎝ −2 1 1

1 −2 1

1 1 −2

⎞
⎟⎠

問 rank(A + B) ≤ rankA + rankBを示せ。

問 A, Bをそれぞれ (n, m), (m, l)型とするとき、rankA + rankB −m ≤ rank(AB)を
示せ。

問 A, B, Cはすべて (n, n)型とする。ABC = 0なら

rankA + rankB + rankC ≤ 2n

を示せ。

3.5.1 rankの実際的な求め方

いちいち小行列式を計算していては面倒なのでもっと簡単なランクの求め方をここ
で学ぼう。これは逆行列の実際的な求め方に通じるものがある。
まず次の定理を証明しよう。

Theorem 3.15 行列 P が正則だとする。このとき、a1, a2, · · · , an が一次独立なら
Pa1, Pa2, · · · , Panも一次独立である。

証明)

n∑
i=1

ciPai = 0
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のとき、両辺に P−1をかけて
n∑

i=1

ciai = 0

となる。条件よりa1, a2, · · · , anは一次独立なので ci = 0。よって Pa1, Pa2, · · · , Pan

も一次独立。
そこで P, Qが正則な行列とすると

rankA = rankPA = rankAQ

が成立する。今、P として逆行列のところで学んだ基本変形を考える。

1.

Pn(i, j) = Pn(i, j)−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i j

1
. . .

1

i 0 . . . . . . . . . 1
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

j 1 . . . . . . . . . 0

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

は左からかけると i行と j行が交換され、右からかけると i列と j列が交換される。

2.

Qn(i; c) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i

1
. . . 0

1

i c

1

0
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

は左からかけると i行目が c倍され、右からかけると i列目が c倍される。
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3.

Rn(i, j; c) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

j

1
. . . 0

i 1 . . . c
. . .

...

1

0
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

は、左からかけると i行目に j行目の c倍が加えられ、右からかけると i列目に j

列目の c倍が加えられる。

左からかける操作を左基本変形、右からかける操作を右基本変形と呼ぶ。二つをあ
わせて基本変形と呼ぶ。この基本変形を繰り返して (m, n)型行列を

P1P2 · · ·AP ′
1P

′
2 · · ·P ′

l′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 · · ·
0 1 · · · 0 · · ·
... · · · . . .

...
...

0 · · · 0 1 · · ·
...

... · · · ...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

という標準形にもっていけば階数がすぐ分かる。
例 ⎛

⎜⎜⎜⎝
1 −1 −1

2 1 4

0 0 0

4 2 8

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 −1 −1

6 −3 0

0 0 0

12 −6 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 −1 −1

2 −1 0

0 0 0

2 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 −1 −1

2 −1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 −1

2 −1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 −1

0 −1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

よって階数は 2。

3.6 直交変換
V nの中の一次独立なベクトルを{a1, · · · , an}とおく。任意のa ∈ V nはx =

∑n
i=1 xiai

で表せる。こうしてV nの基底{a1, · · · , an}を選べば、xはn個の数の集まり (x1, · · · , xn)
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で特定できる。
aiを行列Cで表される一次変換 f で変換すると、

a′
i =

n∑
i=1

cjiaj

という新しい基底a′
iが得られる。このとき

(a′
1, a

′
2, · · · , a′

n) = (a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

c11 · · · c1n

c21 · · · c2n

... · · · ...

cn1 · · · cnn

⎞
⎟⎟⎟⎠

である。f(x) = yとして yを aiで表すと、

f(x) =
n∑

i=1

yiai = (a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞
⎟⎟⎟⎠

= f

⎛
⎜⎜⎜⎝(a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎠

= f(a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

= (a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

c11 · · · c1n

c21 · · · c2n

... · · · ...

cn1 · · · cnn

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

こうして ⎛
⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞
⎟⎟⎟⎠ = C

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

が得られる。
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さて、今度は同じベクトルxを {a1, a2, · · · , an}と {a′
1, a

′
2, · · · , a′

n}で表すことにす
る。このとき、

x =
n∑

i=1

xiai = (a1, a2, · · · , an)

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

= (a′
1, a

′
2, · · · , a′

n)

⎛
⎜⎜⎜⎝

x′
1

x′
2
...

x′
n

⎞
⎟⎟⎟⎠

= (a1, a2, · · · , an)C

⎛
⎜⎝ x′

1
...

x′
n

⎞
⎟⎠

こうして ⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

c11 · · · c1n

c21 · · · c2n

... · · · ...

cn1 · · · cnn

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

x′
1

x′
2
...

x′
n

⎞
⎟⎟⎟⎠

が示せる。

問　基底を行列Cで表せる変換で (a′
1, · · · , a′

n) = (a1, · · · , an)Cに、(a′
1, · · · , a′

n)を
Dで表せる変換で (a1”, · · · , an”) = (a′

1, · · · , a′
n)Dに移したとき、ベクトル xを表す

係数 (x1, · · · , xn)tと (x1”, · · · , xn”)tの関係はどうなるか？

また、V nの一次変換 f をa′
iを基底として表したとする。このとき f はA′という行

列で
f(a′

1, · · · , a′
n) = (a′

1, · · · , a′
n)A′

で定義される。一方、

f(a′
1, · · · , a′

n) = f((a1, · · · , an)C)

= f(a1, · · · , an)C

= (a1, · · · , an)AC

= (a′
1, · · · , a′

n)C−1AC
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となるので、基底をCで変換すると f の表現行列は

A′ = C−1AC (3.9)

となる。
変換 A′と Aは適当な行列 P を用いてA′ = P−1AP という関係があるとき、同値と

呼ばれる。

問　P−1ABP = A′B ′, A′−1 = P−1A−1P を示せ。また、A′ = P−1AP, A” = Q−1A′Q
のとき、A”をAで表せ。

問　A、またはBが正則なときABとBAは同値であることを示せ。

ここで内積を変えない変換を考える。この変換により正規直交系 {e1, · · · , en}は

(f(ei), f(ej)) = δij

= (
∑

k

Ukiek,
∑

l

Uljel)

=
∑
kl

U∗
kiUlj(ek, el)

=
∑
kl

U∗
kiUljδkl

=
∑

k

U∗
kiUkj = (U †U)ij

よって
U †U = I

となる。こうしてユニタリ行列 U は内積を変えないことが分かる (前出)。とくに実ユ
ニタリ行列を直交行列と呼ぶ。
もし U がユニタリ行列ならノルムも変えないので

||f(x)|| = ||x||

となる。逆に f が長さを変えないと

(f(x), f(y)) + (f(y), f(x)) = (f(x) + f(y), f(x) + f(y)) − ||f(x)||2 − ||f(y)||2
= (f(x + y), f(x + y)) − ||f(x)||2 − ||f(y)||2
= ||x + y||2 − ||x||2 − ||y||2
= (x, y) + (y, x)
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また、

(f(x + iy), f(x + iy)) = ||x + iy||2
= ||x||2 + ||y||2 − i(y, x) + i(x, y)

= (f(x) + if(y), f(x) + if(y))

= ||f(x)||2 + ||f(y)||2 − i(f(y), f(x)) + i(f(x), f(y))

よって、
(x, y) − (y, x) = (f(x), f(y)) − (f(y), f(x))

となる。こうして
(x, y) = (f(x), f(y))

をうる。よって内積を変えないこととノルムを変えないことは同値であることが分かる。

問　直交行列の行列式を求めよ。

問　 A + iB がユニタリなら

(
A −B

B A

)
が直交行列となることを示せ。ただし、

A, Bは実行列である。

問　 {a1, a2, · · · , an}を実正規直交系としたとき、行列 (a1, a2, · · · , an) の行どうし
は直交するか？

3.7 ベクトル空間の公理
数ベクトル以外でもベクトル空間を定義できることを以下で学ぶ。この概念は分か

りづらいが、多くのことに応用できる。
ベクトル空間とは集合 V の要素 xが次の条件を満たしているものである。

(I) x1, x2 ∈ V に対して和が定義され、

(I.1) x1 + x2 = x2 + x1

(I.2) (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3)

(I.3) 足しても xの値が変わらない 0が存在
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(I.4) xに加えると 0になる逆元−xが存在

となる。
(II) スカラー倍が定義でき、cx ∈ V。このとき

(II.1) (c1c2)x = c1(c2x)

(II.2) 1x = x

(II.3) c(x1 + x2) = cx1 + cx2

(II.4) (c + d)x = cx + dx

である。
例)

f(x) =
m∑

n=0

cnx
n

はm次多項式である。これらをベクトルとみなすと上の条件をすべて満たしているこ
とが分かる。この空間の次元は係数 (c0, c1, · · · , cm)の次元と等しくm + 1である。
(III) x1, x2 ∈ V にたいして内積が定義される。内積は以下を満たす。

(III.1) (x1 + x2, x) = (x1, x) + (x2, x)

(III.2) (cx1, x) = c∗(x1, x), (x1, cx) = c(x1, x)

(III.3) (x1, x2) = (x2, x1)
∗

(III.4) (x, x) ≥ 0で等号は x = 0のときのみ。

この (III)を満たすベクトル空間は計量ベクトル空間と呼ばれる。このときベクトル x

の長さ (ノルム、norm)は
||x|| def

=
√

(x, x) (3.10)

として定義される。
例)

f(x) =
∑n

i=0 cix
i, g(x) =

∑n
i=0 dix

i に内積を定義するには

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

とすればよい。
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問 内積 (f, g)を
∫ 2π

0
f∗gdxで定義するとき、

{ 1√
2π

,
sinx√

π
,
cos x√

π
,
sin 2x√

π
,
cos 2x√

π
, · · · }

は正規直交系を作る。このとき、ベクトル

f1 = c0
1√
2π

+ c1
sinx√

π
+ c−1

cos x√
π

+ c2
sin 2x√

π
+ · · ·

と

f2 = d0
1√
2π

+ d1
sinx√

π
+ d−1

cosx√
π

+ d2
sin 2x√

π
+ · · ·

の内積 (f1, f2)の値はいくつか？
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第4章 固有値と固有ベクトル

本章ではいよいよ行列の固有値問題を扱う。この固有値問題は行列の計算に役立つだ
けでなく、振動現象、量子力学、統計力学において物理的に重要な意味を持っている
のでしっかり勉強してほしい。

4.1 固有値
ある一次変換を施したとき、この変換で方向が変わらないベクトルをx( �= 0)とする。

Ax = λx

この xを行列 Aの固有ベクトルと呼び、λを固有値と名づける。xが固有値ならその
c( �= 0)倍も固有ベクトルで、その固有値は λのままである。

問　 xがAの固有ベクトルなら、xの張る一次元空間W = {xW ; xW = cx}はAの不
変部分空間になることを示せ。これを固有空間と呼ぶ。

(N, N)型行列には一般にN 個の固有値が存在する。このとき

Theorem 4.1 Aの相異なる固有値に対する固有ベクトルは線形独立である。

証明)

λ1, λ2, · · · , λk という固有値に対する固有ベクトルを x1, x2, · · · , xk とする。今これら
が線形従属だとすると、

{x1, x2, · · · , xi−1}
は線形独立で

{x1, x2, · · · , xi}
は線形従属となる i(2 ≤ i ≤ k)が存在する。このとき

xi =

i−1∑
j=1

cjxj
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となるので、

Axi = λixi =
i−1∑
j=1

cjλjxj

となる。一方、

λixi = λi

i−1∑
j=1

cjxj

なので
c1(λ1 − λi)x1 + c2(λ2 − λi)x2 + · · · + ci−1(λi−1 − λi)xi−1 = 0

となる。{x1, x2, · · · , xi−1}は一次独立なので、固有値が異なる場合、c1 = c2 = · · · =

ci−1 = 0となる。よって xi = 0となり固有ベクトルという仮定と矛盾する。

Theorem 4.2 Aを n次正方行列とする。適当な正則行列P を選び、P−1AP が対角行
列となる必要十分条件は、n個の一次独立な固有ベクトルが存在することである。この
固有ベクトルを p1, p2, · · · , pn と書くと、これらを

P = (p1 p2 · · · pn)

とならべた行列により、P−1AP が対角行列となる。

証明)

n個の一次独立な p1, p2, · · · , pnという固有ベクトルが存在したとする。その固有値を
α1, α2, · · · , αnとする。すると

Api = αipi

AP = (α1p1 α2p2 · · ·αnpn) = P

⎛
⎜⎝ α1

. . .

αn

⎞
⎟⎠

よって

P−1AP =

⎛
⎜⎝ α1

. . .

αn

⎞
⎟⎠ (4.1)

となる。ちなみにP−1は pの一次独立性により必ず存在する。
逆に式 (4.1)が成立しているとすると、

{Pe1, Pe2, · · · , Pen} = {p1, p2, · · · , pn}
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とおくことで、Api = AP の i列目は

P

⎛
⎜⎝ α1

. . .

αn

⎞
⎟⎠

の i列目に等しいので、これは αipiになる。というわけで P という変換行列の i列目
をとれば必ず固有ベクトルが得られる。P−1が存在するのでこれらは一次独立。
実際に固有値を求めるためには以下のようにする。まず

Ax = λx → (λI − A)x = 0

が非自明な解を持つためには
|λI − A| = 0

を満たす λを求めればよい。これは n次方程式となる。この方程式 (4.1)を特性方程式
または固有方程式と呼ぶ。また、f(λ) = |λI − A|を特性多項式とよぶ。

Aと同値 (相似)な行列とはA′ = P−1AP となる行列である。この特性方程式は

|λI − P−1AP | = |P−1| |λI − A| |P | = |λI − A|
となる。つまり相似な行列の固有値は等しい。n次方程式は代数学の基本定理により、
重複を含めれば必ず n個の解をもつ。

問　上三角行列の k乗 ⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 ann

⎞
⎟⎟⎟⎠

k

の固有値を求めよ。

問　行列 (
A11 A12

0 A22

)

の固有値はA11, A22の固有値と等しいことを示せ。

問　ABとBAの特性方程式は同じものになることを示せ。もちろんA, Bが正則なと
きはすぐに示せるが、そうでないときはどうなるか？
(ヒント:A − μI が正則になるような μをもってくると

|λI − (A − μI)B| = |λI − B(A − μI)|
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となる。そこで (A − μI)Bの固有値は λ(μ)という関数になることを使う)

4.1.1 固有空間

・直和　 V = W1 + W2でW1 ∩ W2 = {0}のとき V はW1とW2の直和であるとい
う。このとき

V = W1+̇W2

とかく。これは 3章で習った。

Theorem 4.3 Aの異なる固有値 λ1, λ2, · · · , λn に対する固有空間をW1, W2, · · · , Wn

とすると、W1 + W2 + · · · + Wnは直和となる。

証明)

Wi ∩ {W1 + W2 +

(i)︷︸︸︷· · · +Wn} = {0}

を示せばよい。
(i)︷︸︸︷· · · は i番目の項を除くという意味である。この元は

x = xi = x1 + x2 +

(i)︷︸︸︷· · · +xn

となるが、これは xiが x1, x2,

(i)︷︸︸︷· · · , xn で表せる、すなわち {x1, x2, · · · , xn}が一次従
属ということになる。これは前に証明した定理 4.1と矛盾する。よって xi = x = 0と
なる。

Theorem 4.4 固有空間の次元 dim Wiは

dim Wi ≤ λiの重複度 (4.2)

を満たす。

証明)

Wiの基底を l1, l2, · · · , lpとおく。これに lp+1, · · · , lNを加えて V Nの基底を作ることが
できる。

Alj = λilj (1 ≤ j ≤ p)
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より

A(l1, · · · , lN ) = (l1, · · · , lN )

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λi 0 · · ·
0

. . . B
... λi

0 A′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

となり、

(l1, · · · , lN )−1A(l1, · · · , lN ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λi 0 · · ·
0

. . . B
... λi

0 A′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

ここで相似な行列の固有値が等しいことを使うとAの固有値は行列⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λi 0 · · ·
0

. . . B
... λi

0 A′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

の固有値に等しいことが分かる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λi 0 · · ·
0

. . . B
... λi

0 A′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ − λI

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ − λi)

p det(A′ − λI)

より、重複度≥ pが分かる。
さて、固有値 λi の重複度を pi とおくと、

∑
i pi = N である。対角化のためには定

理 4.2 より、一次独立なベクトルがN 個必要であり、さらにWiは直和になっている。
よって

Theorem 4.5 P−1AP が対角行列になるためには、Aのすべての固有値に対する固有
空間の次元Wi が固有値の重複度と一致していることが必要十分条件である。

が示されたことになる。
これはつまり固有方程式を解いて、

(λ − λ1)
p1(λ − λ2)

p2 · · · = 0

を得たとき、λ1に対しては一次独立な固有ベクトルが p1個、λ2に対しては一次独立な
固有ベクトルが p2個・・・存在していることを意味する。
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固有空間の次元は次の性質を持つ。

Wi = {x : (A − λiI)x = 0} = Kernel(A − λiI)

より、
dimWi + rank(A − λiI) = N

である。一方、dimWi ≤ piより

N − pi ≤ rank(A − λiI)

よってAが対角化できるためには

N − pi = rank(A − λiI)

がすべての固有値に対して成立していることが、必要十分条件。
注)

対角行列 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 · · · 0

0 α2
. . .

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 αn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

を diag(α1, α2, · · · , αn)と簡略化して書くこともある。

4.1.2 対角化の応用

線形微分方程式 ⎛
⎜⎜⎜⎝

ẋ1

ẋ2

...

ẋn

⎞
⎟⎟⎟⎠ = A

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

を考える。x = Pyとすると、

P
d

dt
y = APy

となる。それゆえ
ẏ = P−1APy

をえる。そこで P−1AP が対角行列になるように P を選ぶ。

P−1AP =

⎛
⎜⎜⎝

α1 0 · · ·
0 α2

. . .
...

...
. . .

⎞
⎟⎟⎠
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より、
dy1

dt
= α1y1,

dy2

dt
= α2y2, · · · dyn

dt
= α1yn

となり、それぞれ

y1 = D1e
α1t, y2 = D2e

α2t, · · · , yn = Dneαnt

をえる。よって

x = P

⎛
⎜⎝ D1e

α1t

...

Dneαnt

⎞
⎟⎠

次に数列をとくことを考える。これは例を挙げてみてみよう。

xn+3 = xn+2 − xn+1 + xn

を解くためには、

xn =

⎛
⎜⎝ xn+2

xn+1

xn

⎞
⎟⎠

とすると、 ⎛
⎜⎝ xn+3

xn+2

xn+1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ 1 −1 1

1 0 0

0 1 0

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ xn+2

xn+1

xn

⎞
⎟⎠

より、

xn+1 =

⎛
⎜⎝ 1 −1 1

1 0 0

0 1 0

⎞
⎟⎠ xn

をうる。xn = Pynとして上式は

yn+1 = P−1

⎛
⎜⎝ 1 −1 1

1 0 0

0 1 0

⎞
⎟⎠Pyn

となる。この P が行列を対角化する行列とすると、

yn+1 = diag(α1, α2, · · · , αn)yn

となる。こうして、
yk+1 = diag(αk

1, · · · , αk
n)y0

となるので漸化式が解ける。

問　実際にこの漸化式を解いてみよ。
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4.2 ユニタリ空間
前章の最後の節で定義したように、線型空間 V が以下の公理を満たすとき、これを

ユニタリ空間と呼ぶ。

1) (x1 + x2, x) = (x1, x) + (x2, x)

2) (cx1, x) = c∗(x1, x), (x1, cx) = c(x1, x)

3) (x1, x2) = (x2, x1)
∗

4) (x, x) ≥ 0で等号は x = 0のときのみ。

このとき
(A†x, y) = (x, Ay)

が成立する。
ここでA−1 = A† となる行列をユニタリ行列と呼ぶ。また、A† = Aとなる行列はエ

ルミート行列と呼ぶ。

問

1. ユニタリ行列の固有値はすべて eiθi(0 ≥ θi < 2π)となることを示せ。

2. エルミート行列の固有値はすべて実数となることを示せ。

3. 反対称行列の固有値はどうなるか？

4.3 正規行列
A†A = AA†、交換関係を使って書くと [A†, A] = 0となる行列を正規行列とよぶ。

問　エルミート行列、ユニタリ行列はともに正規行列であることを示せ。

Theorem 4.6 U †AUが対角行列ならAは正規行列である。但しU はユニタリ行列と
する。
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証明)

U †AU = Dとおく。Dは対角行列。このとき、

U †A†U = D†

さらに
U †AA†U = DD† = D†D = U †A†AU

次の定理は実用的でしかも重要な意味を持つ。

Theorem 4.7 正規行列Aは次の性質を持つ。

i) 相異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する

ii) |λI − A| = 0の根、λ0が k重根なら

rank(A − λ0I) = n − k

証明)

i)任意の αに対してA − αI は正規行列である。

||Au− αu||2 = (Au − αu, Au− αu)

= ((A† − α∗I)(A − αI)u, u)

= ((A − αI)(A† − α∗I)u, u)

= ((A† − α∗I)u, (A† − α∗I)u)

= ||(A† − α∗I)u||2

よってAu = αuならA†u = α∗u
さて、Au = λu, Av = μvとおくと

(Au, v) = λ∗(u, v) = (u, A†v) = μ∗(u, v)

よって λ �= μなら (u, v) = 0。
ii)rank(A − λ0I) = n − lとする。このとき連立方程式

(A − λ0I)x = 0

は l個の一次独立な解を持つ。これを v′
1, · · · , v′

lとし Schmidtの直交化から正規直交系
v1, · · · , vlをつくる。これにさらにn−l個の基底を加えて正規直交系v1, · · · , vl, vl+1, · · · , vn
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をつくる。このとき V = (v1 · · · vn)はユニタリ。このとき

AV = (Av1 · · ·Avl Avl+1 · · ·Avn)

= (λ0v1 · · · λ0vl Avl+1 · · ·Avn)

= (v1 · · · vl vl+1 · · ·vn)

(
λ0Il B

0 C

)

というように適当な行列B, Cを用いると変形できる。なぜならAvl+1 = V aとおけば
a = V †Avl+1として決められるからである。こうして

V †AV =

(
λ0Il B

0 C

)

ここで正規行列の性質を使おう。A†vi = λ∗
0vi より

V †A†V =

(
λ∗

0Il B ′

0 C ′

)

これより (
λ0Il B

0 C

)
= V †AV = (V †A†V )† =

(
λ∗

0Il B ′

0 C ′

)†

=

(
λ0Il 0

B ′† C ′†

)

これよりB = 0が示せるので

A = V

(
λ0Il 0

0 C

)
V †

λI = λV V †として

A − λI = V

(
(λ0 − λ)Il 0

0 C − λIn−l

)
V †

この両辺の行列式をとって

|A − λI | = (λ0 − λ)l|C − λIn−l|
一方、

n − l = rank(A − λ0I)

= rankV

(
0 0

0 C − λ0In−l

)
V †

= rank(C − λ0In−l)
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よって
rank(C − λ0In−l) = n − l

である。この行列は (n− l, n− l)型なので一次独立なベクトルが n− l個あることにな
る。つまり |C − λ0In−l| �= 0 よって |A − λI |の根 λ0は l重根になる。つまり l = kと
なり題意が示される。
さて |A − λI | = 0を解くとする。k重根があれば k個の一次独立なベクトルが存在

するので直交させることができ、これらをならべてU をつくれば

U †AU = U †(λ1u1 · · · ) = diag(λ1, λ2, · · · )
と対角化できる。こうして

Theorem 4.8 適当なユニタリ行列U によって行列Aを対角化することができる必要
十分条件はAが正規行列であるという条件である

ことが示される。

4.4 交換する行列
AB − BA = [A, B] = 0を満たす行列について次の定理が成り立つ。

Theorem 4.9 [A, B] = 0ならAとBは少なくとも一つは共通な固有ベクトルを持つ。

証明)

Ax = αxをみたす xのつくる部分空間をW とおく。このとき

A(Bx) = BAx = αBx

なのでBW ∈ W となる。
この部分空間の基底を {l1, · · · , lr}としこれに n − r個の基底を足してベクトル空間

全体を {l1, · · · , ln} ではると、

Bl1 =
r∑

j=1

bj1lj, Bl2 =
r∑

j=1

bj2lj, · · · , Blr =
r∑

j=1

bjrlj

となるので

B(l1 · · · lrlr+1 · · · ln) = (l1 · · · lrlr+1 · · · ln)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 · · · b1r

b21 · · · b2r B ′
...

...
...

br1 · · · brr

0 B”

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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よってこの右辺に出てきた行列を B̃とし、P = (l1 · · · lrlr+1 · · · ln)とすればP−1BP = B̃

となる。この B̃を

P ′ =

(
Q 0

0 I

)

を使って B̃ ′ = P ′−1B̃P ′をつくり ⎛
⎜⎜⎜⎝

b11 · · · b1r

b21 · · · b2r

...
...

...

br1 · · · brr

⎞
⎟⎟⎟⎠

を対角化し (
β1 0

0 B”

)

という形にもっていく。こうして作ったPP ′という行列の第一列のベクトルはBの固
有ベクトルになっており、また P ′は Aの固有空間内での線形結合を作るだけなので
PP ′の一列目はAの固有ベクトルにもなっている。
さらに正規行列の場合、適当なユニタリ行列 U で対角化できる。このとき固有空間

は直和になり U = (l1 · · · ln) をBにかけると上の定理より

BU = U

⎛
⎜⎝ B1 0 · · ·

0 B2 · · ·
...

. . .
. . .

⎞
⎟⎠

をうるので、B1, B2, · · · を対角化するユニタリ行列をそれぞれ V1, V2, · · · とすると

V =

⎛
⎜⎝ V1 0 · · ·

0 V2 · · ·
...

...
. . .

⎞
⎟⎠

をつかって (UV )†B(UV )は対角化される。
さて

(UV )†A(UV ) =

⎛
⎜⎝ V †

1 0 · · ·
0 V †

2 · · ·
...

...
. . .

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ λ1I 0 · · ·

0 λ2I · · ·
...

...
. . .

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ V1 0 · · ·

0 V2 · · ·
...

...
. . .

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝ λ1I 0 · · ·

0 λ2I · · ·
...

. . .
. . .

⎞
⎟⎠

なので、結局以下の定理が証明される。
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Theorem 4.10 A, Bが正規行列で [A, B] = 0のとき、二つは同じユニタリ行列で対
角化できる。

この定理は量子力学を解釈する上で非常に重要な役割を果たすので覚えておいてほ
しい。

4.5 射影
ユニタリ空間 V の部分空間W とW⊥に対して、V ∈ xは一意的に

x = x′ + x”, x′ ∈ W, x” ∈ W⊥

とあらわせる (定理 3.10)。
そこで x → x′という変換を考え、これを射影 P とよぶ。この P を射影子と呼ぶ。

Theorem 4.11 P は線形変換である。

証明)

P (ax1 + bx2) = P (ax′
1 + bx′

2 + ax1” + bx2”)

= ax′
1 + bx′

2

一方
P (ax1) = ax′

1 = aP (x1), P (bx2) = bx′
2 = bP (x2)

よって
P (ax1 + bx2) = aP (x1) + bP (x2)

Theorem 4.12 P が射影子のためには

P 2 = P, P † = P

が必要十分。

証明)

必要条件) P が射影子なら P 2 = P。また

x1 = x′
1 + x1”, x2 = x′

2 + x2”
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とおくと、
(x1, Px2) = (x′

1 + x1”, x
′
2) = (x′

1, x
′
2) = (x′

1, x
′
2 + x2”)

よって、
(x1, Px2) = (Px1, x2)

一方
(x1, Px2) = (P †x1, x2)

これが任意の x1, x2に成立するので。
十分条件) W = P (V )とおく。x′ ∈ W なら

x′ = Px0, x0 ∈ V

という V の元が存在。よって

Px′ = P 2x0 = Px0 = x′

また、x” ∈ W⊥に対しては P のエルミート性より

(Px”, y) = (x”, Py) = 0

これが任意の yに対して成り立つので Px” = 0。よって Px = x′が成り立つ。

問　射影子の固有値は１か０であることを示せ。

さてAが正規行列なら

U †AU = diag(α1, α2, · · · ) = α1

⎛
⎜⎝ I 0 · · ·

0 0 · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ + α2

⎛
⎜⎝ 0 0 · · ·

0 I · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ + · · ·

となるので

A = α1U

⎛
⎜⎝ I 0 · · ·

0 0 · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ U † + α2U

⎛
⎜⎝ 0 0 · · ·

0 I · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ U † + · · ·

ここで Iが出てくるのは固有値 αiが重根になって可能性を考慮したためである。
そこで

P1 = U

⎛
⎜⎝ I 0 · · ·

0 0 · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ U †, P2 = U

⎛
⎜⎝ 0 0 · · ·

0 I · · ·
...

. . . · · ·

⎞
⎟⎠ U †
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とすると、
A =

∑
i

αiPi

とかける。このようにAを分解するのをスペクトル分解とよぶ。
この Piは射影子である。なぜなら

P 2
i = Pi, P

†
i = Pi

を満たすことが簡単に示せるので。また

PiPj = 0

も簡単に示せる。
逆に

PiPj = δijPj , P
†
i = Pi

を満たす Piを用いて行列が
A =

∑
i

αiPi

とかければ
AA† =

∑
ij

αiα
∗
jPiPj =

∑
i

αiα
∗
i Pi = A†A

となる。

問　スペクトル分解を用いて

1. Aがエルミート行列↔ 固有値は実数

2. Aがユニタリ行列↔ 固有値の絶対値は１

を示せ。

問　行列 ⎛
⎜⎝ 1 2 1

−1 4 1

2 −4 0

⎞
⎟⎠

をスペクトル分解せよ。
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4.6 行列の正定値
Theorem 4.13 エルミート行列Aの固有値がすべて正 (非負)であるためには、x �= 0

に対して、
(Ax, x) > 0(≥ 0)

が必要十分条件。

証明)

Aの固有値を αi, α2, · · · , αnとおく。もし αi > 0(≥ 0)なら、xを固有ベクトルuiの和
x =

∑n
i ciuiとして

Ax =
n∑

i=1

αiciui

エルミート行列は正規行列なので固有ベクトルは直交している。よって、

(Ax, x) =
n∑
i

αi|ci|2

これより、(Ax, x) > 0(≥ 0)が示される。
逆に任意の x �= 0について (Ax, x) > 0(≥ 0) なら、x = uiとして、

(Aui, ui) = αi > 0(≥ 0)

このような行列を正値 (半正値)エルミート行列と呼ぶ。Hがエルミート行列ならH2

は必ず半正値エルミート行列である。なぜならH の固有値は実数で、H2の固有値は
その２乗となるからである。
また任意の行列Aを考えたとき、AA†は必ず半正値エルミート行列となる。なぜなら

(AA†x, x) = (A†x, A†x) = ||A†x||2 ≥ 0

となるからである。

問　Aが正則ならAA†は必ず正値になることを示せ。

さて、Aが正値（半正値）エルミート行列ならB2 = AとなるBという正値（半正
値）エルミート行列が存在する。なぜならA =

∑
i αiPi とスペクトル分解すると、

B =
√

A =
∑

i

√
αiPi
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は正値（半正値）エルミート行列になり、これは確かにB2 = Aを満たしているので。
ところで任意の複素数 u = a + ibは

√
uu∗eiθ とかけた。行列には似たようなことが

できるのであろうか？そこで 0でない数を正則行列に対応づけ、、正の実数は正値エル
ミート行列、eiθはユニタリ行列に対応させて考えると、次の定理が成り立つことが予
想される。

Theorem 4.14 任意の正則行列Aは正値エルミート行列Hとユニタリ行列U の積と
して一意的にあらわすことができる。

証明)

H =
√

AA†は正値エルミート行列。ここで U = H−1Aとおくと、

UU † = H−1AA†(H−1)† = H−1H2H−1 = I

となり、U はユニタリ行列となる。
一意性は以下のようにして示せば良い。別のあらわ仕方が有ったとしてA = H ′U ′と

すると、
H ′U ′ = HU → H ′ = HUU ′†

一方、H ′ = H ′† = U ′U †Hより、

H ′2 = HUU ′†U ′U †H = H2

となる。このH2, H ′2をユニタリ行列 V で対角化すれば

V †H2V = (V †HV )2 = (V †H ′V )2 = diag(α1, α2, · · · , αn)

となり、
V †HV = V †H ′V = diag(

√
α1, · · · ,

√
αn)

が示されるので、H = H ′。これから U = U ′が導かれるので結局一意的にあらわされ
ることがわかる。

4.6.1 実対称行列

エルミート行列の中で行列要素がすべて実数のものを実対称行列とよぶ。固有値は
実数で、特性方程式 det(A − αI)の解を αiとすると、

(A − αiI)ui = 0

の解は実の非自明解を持つ。つまり固有ベクトルは実数ととれる。よって変換行列 U

も行列要素を実数とすることができる。このように成分が実のユニタリ行列を直交行
列とよび、通常Oと書く。ゼロ行列と紛らわしいので注意。
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問 ⎛
⎜⎝ 1 1 0

1 0 1

0 1 1

⎞
⎟⎠

を対角化せよ。

4.6.2 ２次形式

x1, x2, · · · , xnの２次関数、

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj

を２次形式と名づける。ここで xixjの係数は (aij + aji)xixjなので aijの選び方は任意
性がある。そこで aij = ajiという条件を付け加える。すると aij を行列要素とする A

は実対称行列になり
f(x1, x2, · · · , xn) = xtAx

となる。ここでAを対角化する行列をOとおくと、

f(x1, x2, · · · , xn) = xtOOtAOOtx

= ytdiag(α1, · · · , αn)y

=
∑

i

αiy
2
i

となる。ここで y = Otxである。さらに yi = zi/
√|αi|とおくと、固有値を大きさの順

にならべて
f = z2

1 + · · · + z2
p − z2

p+1 − · · · − z2
p+q

をうる。これを二次形式の標準形とよぶ。上式のように係数が正のものが p個、負の
ものが q個あるとき、２次形式の符号は (p, q)であるという。

4.6.3 主小行列

Akとは行列Aの最初の k行 k列をとってきたものである。これを使うと、行列の正
値性がわかる。
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Theorem 4.15 実対称行列Aにたいして、xtAx > 0がすべての 0でないxに対して
成り立っているためには、detAk > 0が必要十分条件である。ここで |Ak|は主小行列
式である。

必要条件)

xとして最初の k行以外はすべて 0のベクトル xkをとると、

0 < xtAx = xt
kAkxk

Akは実対称行列なので対角化でき、定理 4.13より固有値はすべて正ということがわか
る。よって detAk > 0。
十分条件)

数学的帰納法で示す。n− 1のとき、この定理が成立していると仮定する。（n = 1なら
確かに成立している。）この仮定より、|A1|, |A2|, · · · , |An−1| > 0が成り立っていれば、
xt

n−1An−1xn−1 > 0が成立。そこで (n, n)型行列Aを(
An−1 B

Bt c

)

とかく。cはスカラーである。

A =

(
In−1 0

BtA−1
n−1 1

) (
An−1 0

0t c − BtA−1
n−1B

)(
In−1 A−1

n−1B

0t 1

)

とかけるので

D =

(
An−1 0

0t c − BtA−1
n−1B

)
, P =

(
In−1 A−1

n−1B

0t 1

)

とすると、
xtAx = ytDy

Dが正定値ならxtAxも正定値。

|A| = |An−1|(c −BtA−1
n−1B), |A| = |An| > 0, |An−1| > 0

より、e = c − BtA−1
n−1B > 0となる。こうして

ytDy = yt
n−1An−1yn−1 + ey2

n > 0

こうして正値が示される。

問　逆に xtAx < 0のためには (−1)k|Ak| > 0が必要十分であることを示せ。



第 4章 固有値と固有ベクトル 90

4.6.4 アダマール (Hadamard)の不等式

正値エルミート行列の性質を用いて、以下のことがわかる。
i) Aを正値エルミート行列とする。このとき

A =

(
An−1 b

bt ann

)

とし、
detA = ann detAn−1 − btadjAn−1b

よって、
|A| ≤ ann|An−1| ≤ annan−1n−1|An−2| ≤ · · · ≤

∏
i

aii

が成立する。等号は各ステップで b = 0なら成り立つので対角行列の場合である。
ii) Aを任意の行列とする。このとき

1. detA = 0なら detA†A = 0

2. detA �= 0ならB = A†Aは正値エルミート。よって、

detA†A = | detA|2 ≤
∏

i

bii, bii = a†
iai = |ai|2

こうして

0 < | det A| ≤ ||a1|| × ||a2|| × · · · × ||an|| =
n∏

i=1

||ai||

等号が成立するのは bij = (ai, aj) = 0(i �= j)、すなわち aiが互いに直交すると
きである。

以上はアダマールの不等式と呼ばれている。

4.7 その他の話題

4.7.1 ケーリー・ハミルトンの定理

行列が対角化できない場合でも、必ずユニタリ行列でジョルダン標準形に持ってい
けることがわかっている。これを使うとケーリー・ハミルトンの定理が証明できる。

Theorem 4.16 任意の行列Aに対して特性多項式、f(λ) = |λI − A|を考える。この
とき

f(A) = 0
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これは (2,2)型なら証明はすぐできる。また、行列が対角化できるときも簡単に証明で
きる。対角化できないときでも成立しているのがみそである。
その証明は以下のようにする。まず以下を証明する。

Theorem 4.17 正則行列P を適当に選ぶとP−1AP は必ず上三角行列に書ける。対角
成分には固有値が並ぶ。つまり

P−1AP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.3)

証明) 固有方程式を解いてAp1 = λ1p1となる p1 を求める。p1と線形独立なベクトル
を足して，Q1 = (p1, ∗, · · · , ∗)を作れば

AQ1 = Q1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗ · · · ∗
0
...

0

A2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.4)

よって

Q−1
1 AQ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗ · · · ∗
0
...

0

A2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.5)

こんどはA2に関して同様に固有方程式，固有ベクトルを一つずつ求める。固有ベクト
ル p2に基底を加えて作った行列を P2とおく。p2, P2の次元は (n − 1)である。

Q2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0

0
...

0

P2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.6)

を使うと

Q−1
2 Q−1

1 AQ1Q2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗
0 λ2

∗ · · · ∗
∗ · · · ∗

0 0
...

...

0 0

A3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.7)
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以下同様にして，定理は証明される。
固有方程式を因数分解する。

det(λI − A) = (λ − λ1)(λ − λ2) · · · (λ − λn) . (4.8)

これより

(A − λ1I)(A − λ2I) · · · (A − λnI) (4.9)

= PP−1(A − λ1I)PP−1(A − λ2I)P · · ·P−1(A − λnI)PP−1

= POnP−1

P−1(A−λ1I)PP−1(A−λ2I)P · · ·P−1(A−λnI)P = 0nは実際に代入してみるとわかる。

4.7.2 Gersgorinの定理

この定理は非常に簡単だが固有値の位置を見積もるのに大変役に立つ。

Theorem 4.18 行列Aの j番目の行に対して

ρj =
n∑

k=1

′
|ajk|

を考える。和は k = jを除く。これから複素平面に半径 ρj、中心 ajjの円を描く。こう
してできた n個の円の中に行列の固有値はすべて入っている。
さらにm個の円の集合が残りのn−m個と交わっていかなれば、固有値はこのm個

の円の中にちょうどm個入っている。

証明)

λを固有値、xを固有ベクトルとする。λx = Axである。これより

n∑
k=1

ajkxk = λxj

ここでこの固有ベクトルの最大の成分を pとする (|xp| = maxj|xj|)。すると p番目の成
分は

|λ − app||xp| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

′
apkxk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

′
|apk||xk| ≤ |xp|

n∑
k=1

′
|apk|

xp �= 0なので題意が証明される。
後半は A = D + Cと分解し、D = diag(a11, · · · , ann) として、B(t) = D + tCとし

て t = 0 → 1の振る舞いを考えることで、証明される。


