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注意これは講義ノートではありません。計算の要点を抜粋しただけのものです。 
 
◎状態密度 ( ) εε ∆∆≡ nD   (エネルギー範囲 ε∆ に入っている状態数を n∆ 個とする) 
 

 

 
 

４-A 一次元の細い針金に閉じ込められた自由電子 
針金の長さ L 、針金の内側ではポテンシャル=0、周期境界条件： ( ) ( )Lϕϕ =0  
固有関数： ( ) xkieAx =ϕ 、但し Lnk π2= （ nは整数、正負を取ることに注意） 
固有エネルギー： ( ) ( ) 22222222 2222 nLmmLnmkn ⋅=== ππε hhh  
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注）上式はあくまで近似。ε が小さいところでは 
    相当ずれている。 
 

４-B 三次元の金属の立方体に閉じ込められた自由電子  

固有関数： ( ) zikyikxik zyx eeeCr =
rϕ 、但し ( )zyx nnn

L
k ,,2π

=
r
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まず、エネルギーε 以下の状態数 ( )εN を調べてみると、 
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πε hh  を満たす ( )zyx nnn ,, の組み合わせの数が ( )εN  

よって、半径 ( ) εεπ mLR 22= 球の体積を計算して、 ( ) 3
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（スピン S =½ がある場合は二倍する） 
注）この式もあくまで近似。ε が小さいところ 
では相当ずれている。 
 

４-C スピンがある場合の状態密度 
S =½の場合、↑と↓は同じエネルギー(磁場がない場合)なので、状態数は二倍になる。一般の
大きさの Sの場合、−S, −S+1, …, S−1, Sまでの状態が同じエネルギーなので 2S+1倍。 
※磁場がかかった場合は、↑と↓でエネルギーが異なるので別々に考える。 

４-D 三次元金属中の自由電子のフェルミエネルギー ( )0=Tµ  
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( )0µ をフェルミエネルギー Fε と呼ぶ(絶対零度で金属中の電子が持つ最大エネルギ)  

スピン S =½がある
場合は二倍する 

nの正負の分 

異なる波動関数を持った状態の数ε 

∆ε ∆n個 

 状態の数があまり少ないと 
うまく定義できない 

 現実の系(粒子数がアボガドロ数程度と非常に多い場合)では、状態が
ぎっしり詰まっているので∆ε →0の極限を取れる 

ε 
D(ε) ∆ε をある値に固定すると∆ε が決まる  

ε 
D(ε)
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 ※フェルミエネルギーの色々な表現 (波数 3 2
F 3 VNk π= が一番覚えやすい) 
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    (温度 FT , 角速度 Fω , 振動数 Fν , 波数 Fk , 波長 Fλ , 運動量 Fp , 速度 Fυ ) 
 

４-E 状態密度とは？（別の見方）  ≡積分変数の変換の因子 
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４-F 三次元金属中の自由電子の平均のエネルギー    
 ⇔フェルミエネルギー Fε は T = 0での最高のエネルギー 
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T = 0での圧力を熱力学の公式から求めると、 
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“フェルミ縮退圧” 

（⇔古典理想気体ではゼロである。無限小の体積に縮まってしまう。） 
・白色矮星や中性子星は、このフェルミ縮退圧で重力に打ち勝っている。 
 

４-G レポート（任意） 

1) 二次元自由電子の状態密度を nx, nyが小さいとき(±5程度まで)にε = 0 ~ 35まで厳密
に計算してみよう（ ( ) 122

2

2

=
Lm
πh とした）。どの程度一定になっているだろうか。 

2) フェルミ分布関数について、全粒子数 ( ) ( )∫
∞

=
0

εεε dfDN  が温度とともにどういう

風に変化するか Excel などで調べてみよう。状態密度は三次元金属の近似式
( ) εε =D を使う(√の前の係数を 1 としてよい)。 ( ) ( )∑=

i
ii fDN εε  の和を計算し

てみれば良い。kBT = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3程度について、和を =ε 0, 0.01, 0.02, 
0.03…10の範囲で計算する。但し、ここでは化学ポテンシャルは 1=µ と一定とする。 

3) 上の問題で全粒子数が強制的に固定されている場合(箱に閉じ込められている粒子
など)には、化学ポテンシャルの方が温度変化する。絶対零度の時に 1=µ とした場

合、kBT を上の問題の範囲で変化させると、µはどのような温度変化をしたら Nは一
定値に留まれるだろうか。 

4) ボース分布関数で同じことをやってみよう。但し、今度は温度 kBT =1の時の化学ポ
テンシャルを 1−=µ として、徐々に温度を下げて行き、粒子数が一定になるために

はµがどのように温度変化しなくてはならないか調べよう。 
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