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極座標の復習〔改訂版〕 

イ） 二次元 θθ sin,cos ryrx ==  

注意）但し、 θ,r は時間の関数。つまり、 ( )trr = 及び ( )rθθ = であることを認識して以下の問題に挑戦。 

【例１】点 ( ) ( )2,2, =yx は極座標で書くと何か。  解） ( ) ( )4,1, πθ =r  

【例２】点 ( ) ( )2
3,2, πθ =r は、デカルト座標で言うとどこか？ 解） ( ) ( )2,0, −=yx  

【例３】 yx, を時間微分してみよう。解） ( ) ( ) θθθθθ &&& ⋅−⋅+=⋅+⋅= sincoscoscos rrrx dt
d

dt
dr 、 y& は略。 

θsin の時間微分の計算は、 ( )( ) ( )( ) td
df

fd
d

td
d tftf ⋅= coscos  （chain rule）を使

う。 
【問題１】速度ベクトル ( )yx &&, の絶対値の自乗を求めよう。ヒント） 22 yx && +  を

計算すれば二つの項になる。 
【問題２】 θsinry = を時間で二回微分してみよう。  

ヒント 最終的に四つの項になる。  
【問題３】右図を参考にして、ハッチング（斜線）された四角形の面積を、 θdrd○○ という形で求めよう。

θdrd , が極めて小さい場合、四角形は近似的に長方形とみなせる。 
 

ロ） 三次元 θϕθϕθ cos,sinsin,cossin rzryrx ===       注） φϕ , はどちらもファイ。ψ がプサイ。 

注意）xy 面内の点は 2
πθ = で、z 軸上の点が 0=θ に対応する。 

【例４】点 ( ) ( )1,0,0,, =zyx は極座標で書くと何か。 解） ( ) ( )0,0,1,, =ϕθr  注）実はϕ は何でも良い。 

【例５】点 ( ) ( )2,1,1,, =zyx は極座標で書くと何か。 解） ( ) ( )44 ,,2,, ππϕθ =r  

【例６】 zyx ,, を時間微分して見よう。 解） ( ) ( )ϕθϕθθθ cossincossincossin dt
d

dt
d

dt
dr rrx ⋅+⋅+⋅=&  

ϕϕθϕθθθθ &&& ⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅= sinsincoscoscossin rrr  

【例７】 222 zyx ++ を計算してみよう。 解） 2r  

【問題４】速度ベクトル ( )zyx &&& ,, の絶対値の自乗を求めよう。 

ヒント） 222 zyx &&& ++  を計算すれば良い。 

ヒント 長い計算はあるが、三つの項に整理される。 

【問題５】右図を参考にして、六面体（ φθ ddrd ,, が小さい場

合、近似的に直方体とみなせる）の体積を求めよう。 
 
【問題６】 
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を示し、ラグランジアンがどうして便利なのか説明せよ。 ヒント ϕθ ∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,,,, rzyx &&&&&& の計算と、 222 zyx &&& ++

の計算とどちらが簡単か想像してみるだけ。 
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極座標の復習〔略解〕 

【問題１】速度ベクトル ( )yx &&, の絶対値の自乗を求めよう。 

( ) ( ) 2222222 cossinsincos θθθθθθθ &&&&&&&& rrrrrryx +=⋅++⋅−=+  
 
【問題２】 θsinry = を時間で二回微分してみよう。 ヒント 最終的に四つの項になる。  

( ) θθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&& ⋅+⋅−⋅+=⋅+= cossincos2sincossin 2 rrrrrry dt
d  

 
【問題３】右図を参考にして、ハッチング（斜線）された四角形の面積を、

θdrd○○ という形で求めよう。 θdrd , が極めて小さい場合、 θβ rd= 及び

( ) θα ddrr ⋅+= であるが、微小量の二次以上の項 θddr ⋅ を無視すると、

θα rd= となり、 βα = なので、面積は、 rdrdSd θ= と求められる。 
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【問題４】速度ベクトル ( )zyx &&& ,, の絶対値の自乗を求めよう。  

クロスターム（ ( )2ba + の ab2 の項のこと）は、全てキャンセル

してしまい、結果として、 222222 sin φθθ &&& rrr ++ となる。 
 
【問題５】〔改訂版〕右図を参考にして、六面体（ φθ ddrd ,, が

小さい場合、近似的に直方体とみなせる）の体積を求めよう。

右図に示されているとおり、三辺の積から、 
φθθφθθ ddrdrrddrdV sinsin 2=⋅⋅=  

となる。 θsin が出てくるのは、北極方向に近づくと、φ まわりのスライス幅が薄くなるから。 xy 面内では円弧

の長さは φrd であるが、北極付近ではゼロに近づく。 

使用例 3
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【問題６】 
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を示し、ラグランジアンがどうして便利なのか説明せよ。 
ラグランジアンは、 zyx &&& ,, という座標の一階微分だけの計算で OK。さらに、ポテンシャルの微分も、微分変

数の変換は不要で新しい座標 φθ ,,r でそのまま行えば良いだけ。 
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